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SchnelleMultiplikation

1.Vorbemerkungen

—RbezeichnetstetseinenkommutativenRingmitEinselement1.

—Polynomef=
∑

n

i=0fix
i
∈R[x]vomGrad≤nwerdenmitdem

Koeffizientenvektor(f0,...,fn)∈R
n+1

identifiziert.
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2.Karatsuba’sAlgorithmus

Bemerkung2.1.Fürdie
”
klassischeMultiplikation“vonzweiPolynomen

f,g∈R[x]vomGradmundnbenötigtman(m+1)(n+1)Multiplikationen
undmnAdditionen,insgesamtalsoO(mn)Ringoperationen.

Beispiel2.1.f=f1x+f0,g=g1x+g0,mitfi,gi∈R.
⇒fg=f1g1x

2
+(f1g0+f0g1)x+f0g0

Mith:=(f1+f0)(g1+g0)gilt

f1g0+f0g1=h−f1g1−f0g0.

DieBerechnungvonfglässtsichdaherauchmitnur3Multiplikationen
(und4Additionen)bewerkstelligen!
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Algorithmus(Karatsuba,1962)

Input:f,g∈R[x]vomGrad<n=2
k
,k∈N∪{0}.

Output:fg∈R[x].

1.ifn=1thenreturnf·g∈R

2.BerechneF0,F1,G0,G1∈R[x]vomGrad≤
n
2und

f=F1x
n
2+F0,g=F1x

n
2+F0

3.BerechnerekursivF0G0,F1G1und(F0+F1)(G0+G1)

4.returnF1G1x
n

+((F0+F1)(G0+G1)−F0G0−F1G1)x
n
2+F0G0

Satz2.1.Karatsuba’sAlgorithmusbenötigtmaximal9n
log3

,bzw.
O(n

1.59
)Ringoperationen.
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Korollar2.1.Karatsuba’sAlgorithmusbenötigtfürdieMultiplikationvon
ganzenZahlen,diesichmitmaximalnWorten(z.B.zuje64Bit)darstellen
lassen,O(n

1.59
)Wortoperationen.
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3.ZurErinnerung:DarstellungvonPolynomen,

EvaluationundInterpolation

Zupaarweiseverschiedenx0,...,xn∈RlässtsichderWertevektor
(f(x0),...,f(xn))vonf∈R[x]mitHilfederVandermondeschenMatrix

V=VDM(x0,...,xn)=









1x0x
2
0...x

n
0

1x1x
2
1...x

n
1

............
1xnx

2
n...x

n
n









mittels
(f(x0),...,f(xn))

>
=V·(f0,...,fn)

>

(ausdemKoeffizientenvektor)evaluieren.
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Sindx0,...,xn∈Rpaarweiseverschieden,soistVinvertierbarundder
Koeffizientenvektorf=(f0,...,fn)istwegen

f=V
−1

(f(x0),...,f(xn))
>

eindeutigdurchdenWertevektor(f(x0),...,f(xn))bestimmt,bzw.
interpolierbar.

Dien+1Paare(xi,f(xi))ergebeneinemodulareDarstellungvonf.

ZurMultiplikationvonPolynomenf,g∈R[x]vomGrad≤nbenötigt
maninmodularerDarstellungbezüglich2n+1paarweiseverschiedener
Punktenur2n+1,alsoO(n)MultiplikationeninR.Jede

”
schnelle“

TransformationinundauseinermodularenDarstellungermöglichtdaher
aucheine

”
schnelle“Multiplikation!
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4.Ringemitprimitivenn–tenEinheitswurzeln

Definition4.1.Sein∈N.

(i)w∈Risteinen–teEinheitswurzel,wennw
n

=1.

(ii)w∈Risteineprimitiven–teEinheitswurzel,wennwn–teEinheitswurzel,
n·1∈ReineEinheitundw

n
t−1,fürallePrimteilertvonn,keinNullteiler

ist.

Beispiel4.1.FürR=Cundn∈Nist

{z∈C:z=e
k2πi
n,k=1,...,n}

dieGruppedern–tenEinheitswurzeln.Dabeiistz=e
k2πi
ngenaudann

primitiv,wennggt(k,n)=1.
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Beispiel4.2.FüreinePrimzahlpotenzqundn∈Nmitggt(g,n)=1
besitztderendlicheKörperGF(q)(mitqElementen)genaudanneine
primitiven–teEinheitswurzel,fallsn|q−1(Übung).

Lemma4.1.FüreinenRingRmitprimitivern–terEinheitswurzelwund
l∈N,1<l<n,gilt:

(i)w
l
−1istkeinNullteilerinR

(ii)
∑

0≤j<nw
lj

=0
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5.DiskreteundSchnelleFourierTransformation

Definition5.1.Füreineprimitiven–teEinheitswurzelw∈Ristdie
DiskreteFourierTransformationDFTw:R

n
7→R

n
definiertdurch

DFTw(f)=DFTw(f0,...,fn−1)=
(

f(1),f(w),f(w
2
),...,f(w

n−1
)
)

>
.

Bemerkung5.1.MitderVandermondeschenMatrix

Vw=VDM(1,w
1
,w

2
,...,w

n−1
)=









111...1
1ww

2
...w

n−1

............

1w
n−1

w
2(n−1)

...w
(n−1)

2









gilt
DFTw(f)=Vw·(f0,...,fn−1)

>
.
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Lemma5.1.Sein∈Nundw∈Reineprimitiven–teEinheitswurzel.
Dannistw

−1
eineprimitiven–teEinheitswurzelundVw·Vw−1=nEn

(wobeiEndien×nEinheitsmatrixist).Insbesonderegiltalso

DFT
−1
w=n

−1
DFTw−1.
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Algorithmus(SchnelleFourierTransformation)

Input:f∈R[x]vomGrad<n=2
k
,k∈N∪{0},

eineprimitiven–teEinheitswurzelw∈Rundw
2
,...,w

n−1
.

Output:DFTw(f)=
(

f(1),f(w),...,f(w
n−1

)
)

∈R
n
.

1.ifn=1thenreturnf0

2.Berechner0=
∑

0≤j<
n
2

(

fj+fj+
n
2

)

x
j
undr1=

∑

0≤j<
n
2

(

fj−fj+
n
2

)

w
j
x

j

3.BerechnerekursivDFTw2(r0)undDFTw2(r1)

4.return
(

r0(1),r1(1),r0(w
2
),r1(w

2
),...,r0(w

n−2
),r1(w

n−2
)
)
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Satz5.1.Sein=2
k
,k∈N,weineprimitiven–teEinheitswurzelund

f∈R[x]einPolynomvomGrad<n.DannberechnetderSFT–Algorithmus
DFTw(f)undbenötigtdazunlognAdditionenund

n
2lognMultiplikationen

vonPotenzenvonw,alsoinsgesamt
3
2nlognRingoperationen.

Definition5.2.EinRingRunterstütztdenSFT–Algorithmus,fallsesin
Rfürallek∈Neine2

k
–teprimitiveEinheitswurzelgibt.

Beispiel5.1.CunterstütztdenSFT–Algorithmus.
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6.Die(schnelle)Faltung

Imfolgendenwirdein
”
schneller“AlgorithmuszurMultiplikationvonPoly-

nomeninR[x]/〈x
n
−1〉beschrieben.RistdabeiSFT–unterstützend.

Definition6.1.DieFaltungvonzweiPolynomenf=
∑

0≤i<nfix
i
und

g=
∑

0≤j<ngjx
j
inR[x]istdefiniertals

h=f∗ng=
∑

0≤k<n

hkx
k
∈R[x]mithk=

∑

i+j≡kmodn

figj

Bemerkung6.1.Fürf,g∈R[x]gilt

f∗ng≡fgmodx
n
−1.
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Lemma6.1.FürPolynomef,g∈R[x]vomGrad<ngilt

DFTw(f∗ng)=DFTw(f)·DFTw(g),

wobei
”
·“diekomponentenweiseMultiplikation(vonVektorenausR

n
)

bezeichnet.
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Algorithmus(SchnelleFaltung)

Input:f,g∈R[x]vomGrad<n=2
k
,k∈N∪{0},und

eineprimitiven–teEinheitswurzelw∈R
Output:f∗ng∈R[x].

1.Berechnew
2
,...,w

n−1
.

2.a=DFTw(f),b=DFTw(g)

3.c=a·b

4.returnDFT
−1
w(c)=

1
nDFTw−1(c)

SchnelleMultiplikation6–15



Satz6.1.IstReinSFT–unterstützenderRingundn=2
k
,k∈N,dann

benötigtdieschnelleFaltungzurMultiplikationvonzweiPolynomenf,gin
R[x]/〈x

n
−1〉,bzw.inR[x]mitgrad(fg)<n,maximal

9
2nlogn+O(n)

Ringoperationen.
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7.Ausblicke,Zusammenfassung

Bemerkung7.1.DieschnellstebekannteMethodezurMultiplikationgan-
zerZahlenvonSchönhageundStrassen(1971)

”
basiert“aufdem

SFT–Algorithmus.

Algorithmus
”
Multiplikationszeit“M(n)

klassischO(n
2
)

KaratsubaO(n
1.59

)
SFTMultiplikationO(nlogn)
Schönhage&StrassenO(nlognloglogn)
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