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1 Kombinatorische Optimierung

1.1 Begriffe aus der Graphentheorie

Zur Beschreibung vieler Optimierungsprobleme eignet sich besonders die Sprache der Graphen-
theorie. Das erste graphentheoretisch beschriebene Problem stammt von Euler (Kénigsberger
Briickenproblem, 1736): Es sollte ein Rundweg durch Koénigsberg gefunden werden, der jede
Briicke iiber den Pregel genau einmal iiberquert. Euler reduzierte die Inseln und die durch den
Flufl getrennten Festlandteile auf Punkte und stellte die Briicken durch Verbindungskurven
dar.

Man kann nun zeigen, daf es keinen solchen Rundweg gibt, denn sonst miisste von jeder Ecke
eine gerade Anzahl von Kanten ausgehen.

Definition 1.1 Sei V' eine endliche nichtleere Menge und E eine Menge von zweielementigen
Teilmengen von V. Das Paar G = (V, E) heifit Graph. Die Elemente von V heiffen Knoten
oder Ecken von G, die Elemente von E Kanten von G.

Beispiel 1.1

G=(V,E) = (ivl, Vg, Vs, 1)4}1,\{(1)1, Vo), (v2, v3), (v3,v4), (v, v1), (V1, V3) ,)

-~ -~

1% E
V4 0701)3
U1 07002

Wichtige Beispiele in der Graphentheorie sind der wollstindige Graph einer n-elementigen
Punktmenge V', dessen Kantenmenge aus allen zweielementigen Teilmengen von V' besteht,
und die bipartiten Graphen, deren Eckenmenge V so in zwei Teilmengen V; und V; zerlegt wer-
den kann, dafl Kanten nur Ecken von V; mit Ecken von V, (und umgekehrt) verbinden, aber
keine Ecken von V] miteinander und ebenso keine Ecken von V5, miteinander.



Beispiel 1.2 Vollstindiger Graph mit 5 Ecken:

PN
N

U4 Us Vs
o o o)
o o] o]
U1 V2 U3

Man kann oft Graphen in der Ebene anschaulich beschreiben: Die Ecken werden durch (beson-
ders hervorgehobene) Punkte und die Kanten durch Kurven dargestellt, die die entsprechenden
Punkte verbinden. Die Kurven konnen sich in weiteren Punkten schneiden, die aber nicht als
Ecken aufgefafit werden.

Die Definition des Graphen schliefit nicht aus, dal zwei Ecken durch mehrere Kanten verbunden
sind. Wir betrachten hier nur sogenannte schlichte Graphen ohne Mehrfachkanten und ohne
Schlingen, d.h. Kanten, bei denen die Anfangs- und Endecke iibereinstimmen.

Wie iiblich betrachtet man Unterstrukturen:

Definition 1.2 Sei G = (V, E) ein Graph. Der Graph Gy = (Vi, Ey) heifit Teilgraph von G,
wenn Vi CV und Ey C E. G heifit spannender Teilgraph von G, wenn V = V.
Beispielsweise durch Einbahnstralen motiviert, kann man den Kanten eine Richtung zuweisen:
Definition 1.3 Sei V eine endliche nichtleere Menge und E eine Menge von geordneten Paaren
(a,b) € V XV mit a # b. Dann heifft G = (V, E) gerichteter Graph (oder Digraph). Die
FElemente von E heiflen (gerichtete) Kanten von G, a heiffit Anfangspunkt, b Endpunkt der
Kante (a,b).

Beispiel 1.4

G = ({Ul, V2, U3, U4}a {(Ula UZ)’ (UQ’ U3)ﬂ (7)4’ U3)ﬂ (U4a Ul)a (Ula U3)a (Ula U4)})

V4 @) O’U3
U1 @) OU2




Anmerkung: Wir betrachten wieder nur schlichte gerichtete Graphen. Dabei kann es zu zwei
Ecken v1,v9 € V die beiden (entgegengesetzt gerichteten) Kanten (v, vs) und (v, v;) geben.

Um das ,,Durchlaufen® eines Graphen zu beschreiben, benotigt man folgende
Definition 1.4 Sei G = (V, E) ein Graph.

(a) Eine Folge (e1, ... ,ey,) von Kanten von G heifst Kantenzug, wenn es Ecken vy, v, ... ,v, €
V' gibt mit (vj_1,v;) =€, j =1,...,n. vy heifit Anfangspunkt, v, Endpunkt des Kan-
tenzugs, n seine Linge.

Der Kantenzug heifit geschlossen, falls v, = vy gilt.
Sind die Kanten paarweise verschieden, dann heifst der Kantenzug Weg bzw. 1m geschlos-
senen Fall Kreis.

(b) G heifit zusammenhéngend, wenn es zu je zwei Ecken a,b € V einen Kantenzug gibt mit
a als Anfangs- und b als End-Ecke.

(c) G heifit Baum, falls G zusammenhingend ist und keinen Kreis enthdlt.

(d) T heifit spannender oder erzeugender Baum von G, falls T spannender Teilgraph von G
und ein Baum ist.

Beispiel 1.5 In Beispiel 1.3 ist (vy, v4, v3, Vs, V2, V4, v1) ein geschlossener Kantenzug, aber kein
Kreis. (v, vs, v2,v4,v1) ist ein Kreis. Durch Weglassen z.B. der Kanten (v1,vs) und (ve, vg)
erhélt man einen spannenden Baum des gegebenen Graphen.

Anmerkungen:

1. Die obigen Definitionen von Weg und Kreis lassen sich unmittelbar auf gerichtete Graphen
iibertragen. Man definiert in diesem Fall gerichtete Wege und gerichtete Kreise, d.h. die
Richtung des Weges bzw. Kreises mufl mit der Richtung der Kanten iibereinstimmen.

2. Ein Kantenzug (Weg, Kreis) 148t sich als Folge (vy,...,v,) von Ecken oder als Folge
(é1,...,€,) von Kanten darstellen.

Fiir eine algorithmische Behandlung eines Graphen ist es notwendig, ihn durch eine entspre-
chende Datenstruktur darzustellen. Die naheliegendste Art fiir einen Graphen mit n Ecken ist
die Darstellung durch eine Adjazenzmatriz, d.h. einer (n,n)-Matrix, deren Elemente a;; gleich
1 sind, wenn v; und v; durch eine Kante verbunden sind, und 0 sonst. Bei einem ungerich-
teten Graphen ist die Adjazenzmatrix symmetrisch. Fiir den Digraph aus Beispiel 1.4 ist die
Adjazenzmatrix

—_— o o o
co o
—_— O = =
oo o -



In vielen praktischen Anwendungen sind die Ecken oder die Kanten eines Graphen mit Werten
(oder Gewichten) versehen. Solche Graphen heiflen ecken- bzw. kantenbewertet oder gewichtet.
Die Wertemenge ist hiufig eine Teilmenge von IR. Spezielle Gewichte sind Abstinde zwischen
den Ecken oder Kosten, die entstehen, wenn man auf der entsprechenden Kante fihrt. Das
folgende Beispiel ist ein kantenbewerteter Graph mit zugehoriger bewerteter Adjazenzmatrix.

Beispiel 1.6

U1 U3
(o] (0]
7 9 07003
Vo 7 0 9 3 2
3 2033 A=10 9 0 3 0
03 3 01
32010
(o] (0]
Vs 1 Uy

Anmerkung: Fiir einen gewichteten Graphen G = (V, E) mit Gewichtsfunktion w : E — IR

n—1

und einen Weg (vy, ... ,v,) bezeichnet man Z w(v;, vi11) als Linge des (gewichteten) Weges.

1=1
Die Léngendefinition aus Definition 1.4 ergibt sich mit Gewichten der Grofle 1.

Beispiel 1.7 (Traveling SalesmanProblem (TSP)) Gegeben seien n Stadte und die Abstéinde
zwischen je zwei Stadten. Gesucht ist eine Rundreise minimaler Gesamtlinge. Die symmetrische
(n,n)-Abstandsmatrix (d;;) kann als gewichteter vollstindiger Graph G = ({vi,..., v}, En)
mit E, = {(v;,v;),1 <i < j < n} aufgefait werden. Die Menge F' der zuléssigen Punkte des
Optimierungsproblems ist die Menge aller Kreise mit n Kanten.

Die Planung moglichst kostengiinstiger Versorgungsnetze fiihrt auf

Beispiel 1.8 (Minimal spanning tree (MST)) Sei G z.B. der Graph aus dem vorigen Bei-
spiel. Gesucht ist ein spannender Baum, fiir den die Summe der Kantenldngen minimal ist. Die
Menge der zuldssigen Punkte des Optimierungsproblems ist also

F = {alle spannenden Biume (V, E) mit V = {vy,... ,v,}},
und die Kostenfunktion
C: (V, E) — dij

(’Ui U5 )EE

Die Betrachtung von Transportproblemen in Leitungsnetzen mit vorgegebener Aufnahmekapa-
zitét fithrt auf



Definition 1.5 Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph, s,t € V mit (s,t) ¢ E und es gebe
einen Weg in G von s nach t. Weiter seien c,,c, : E — IR Funktionen mit ¢, < ¢,. Dann
heift N = (s,t,V, E, ¢y, c,) Netzwerk mit der Quelle s und dem Ziel bzw. der Senke t und c,
untere Kapazitit, c, obere Kapazitit von N. Ist die untere Kapazitit nicht angegeben, so ist
sie identisch Null.

Beispiel 1.9 Netzwerk mit unterer Kapazitit ¢, = 0. Die oberen Kapazititen ¢, sind bei den
Kanten angegeben.

Schickt man z.B. durch ein (Rohrleitungs-)Netzwerk von der Quelle zur Senke eine Fliissigkeit,
so sollte innerhalb des Netzwerks nichts verschwinden und nichts dazukommen, d.h. die Menge,
die in einen inneren Knoten hineinkommt, sollte aus ihm herausflieBen. Weiter werden durch
die Kapazititsfunktionen die Mengen, die durch eine bestimmte Kante stromen, nach unten
und oben beschrinkt.

Definition 1.6 Fin Flul in einem Netzwerk N ist eine Abbildung f : E — R (bzw. ein Vektor
des IRIP!) mit

(1) cu(u,v) < f(u,v) < cou,v) fiir jedes (u,v) € E.

(2) Z flu,v) = Z f(v,u) fir allev e V \ {s,t}.

(u,v)eE (v,u)EE
|fl = Z f(s,u) Z f(u, s) heift Wert | f| des Flusses.
(s,u)eE (u,s)€E
Anmerkungen:
(a) Bsgilt [fl= > flut)— > f(t,u).
(ut)eE (tu)EE

(b) Oft wird bei Netzwerken gefordert, daf8 fiir Kanten der Form (u,s) sowie (¢,u) die Ka-
pazititen und damit jeder moégliche Flul Null sind. Dann ist natiirlich der Wert eines

Flusses |f| = Z f(s,u).

(s,u)EE



1.2 Das Problem des kiirzesten Wegs

Definition 1.7 Das Problem, zu jedem gerichteteten, gewichteten Graphen mit Gewichtsfunk-
tion w : E — IR und mindestens zwei Ecken s und t einen gerichteten Weg minimaler Linge
von s nach t zu finden, heifit Problem des kiirzesten Wegs (shortest path problem, SP). s nennt
man wieder Quellknoten, t Zielknoten. Die minimale Linge bezeichnen wir mit d(s,t).

Betrachtet man SP als Optimierungsproblem, dann ist die zuléssige Menge

F ={P = (ej,...,e;,) | P ist ein gerichteter Weg von s nach ¢}

k
und die Kostenfunktion ¢(P) = Z w(ej,).
i=1
Zur Formulierung von SP als LP betrachtet man die (Knoten—Kanten—) Inzidenzmatrix
A=(aj),i=1,...,|V|,j=1,...,|E|, des Graphen G mit

+1 wenn die Kante e; aus dem Knoten v; herausfiihrt

a;; = 4 —1 wenn die Kante e; in den Knoten v; hineinfiihrt
0  sonst

a
€1 ()] €3 €4 €5
i N s | +1 +1 0 0 0
Beispiel 1.10 G S es " A=t o 0 0 -1 -1
a | -1 0 +1 +1 0
© o b| 0 -1 -1 0 +1

b

w(er) = wles) =1, w(ex) = w(esz) =2, wley) = 3.

Wir setzen die unteren Kapazititen Null, die oberen Kapazititen 1 (als triviale Kapazitéiten)
und betrachten einen Weg von s nach ¢ als speziellen Flufl f, der s mit dem Wert 1 verlaf3t
und bei ¢t mit dem Wert 1 ankommt, fiir den also s f = —t' f = 1 gilt. Fiir eine andere Ecke
v; mufl wegen der FluB-Erhaltungs-Bedingung v} f = 0 gelten, und damit ergibt sich insgesamt
fiir einen Weg das Gleichungssystem

Af =(1,-1,0,...,0)7,

wobei die ,1“ zu s und die ,,-1“ zu t gehort. Im Allgemeinen sind die Koeffizienten von f keine
ganzen Zahlen, aber fiir den Flufl mit den geringsten Kosten

min{c" f | Af = (1,—1,0,...,0)", f >0}

existiert eine optimale Losung, in der jedes f; 0 oder 1 ist und so einen kiirzesten Weg von s
nach ¢ in G darstellt.
Weiter sind die |V| Gleichungen des Problems redundant, da die FluBerhaltung an |V| — 1
Knoten die Flulerhaltung am ausgelassenen Knoten sichert. Man kann daher eine Gleichung
(z.B. fiir ) weglassen.



Beispiel 1.10 (Forts.) Weglassen von t ergibt das Tableau:

o, 1 2 2 31
111 1 000
0/-1 0 110
0 0 -1 -1 0 1

Addition der Zeile 1 zur Zeile 2 ergibt die Basis {1,4,5}. Das Starttableau wird so:

-410 -1 0 0 O
1j11 1 0 0 O
110 1 1 10
0|0 -1 -1 0 1

Eine Basis stellt eine Menge von |V| — 1 Kanten dar, von denen eine Teilmenge einem Weg
von s nach ¢ mit den gegebenen Kosten entspricht. Die Kanten, die nicht auf dem Weg liegen,
stellen entartete Komponenten der Basis dar. Im Beispiel stellt die Basis den Weg (ey, e4) mit
den Kosten 4 und die entartete Kante e5 dar.

Beispiel 1.10 (Forts.) Ein Pivotschritt mit £ ergibt das optimale Tableau

-3

O = OO
|

— |

— O OO

O O =IO
[ R S Sy

_—_ o

Dies entspricht dem optimalen Weg (es, e5) mit Kosten 3 und der entarteten Kante e;. Eine
Kante ist zur Basis hinzugefiigt worden und eine andere weggenommen, um einen neuen Weg
mit geringeren Kosten zu finden.

Interpretiert man einen Weg in einem gewichteten Netzwerk als Fahrroute, wobei die Linge
einer Kante den Kosten entspricht, dann sind auch negative ,Lingen“ moglich (z.B. bei Fahrten
mit Gewinn). Ein kiirzester Weg von s nach ¢ gibt dann eine Fahrtroute mit maximalem Gewinn
an. Erweitert man die moglichen Fahrtrouten auf Kantenziige und gibt es in dem Netzwerk
Kreise negativer Linge, dann gibt es keine optimale Losung.

Beispiel 1.11 In dem Graph

oUs
iR
o 1 v -4 v 1 s
gibt es zwischen v; und v, nur einen Weg, und dieser hat die Liinge -2, d.h. es gilt d(vy, v4) = —2.

Andererseits gibt es unendlich viele Kantenziige von v; nach v, mit den Lingen -2, -8, -14,...



Wir beschrinken uns hier auf gerichtete Netzwerke ohne Kreise negativer Linge.

Der folgende Algorithmus behandelt nur gerichtete Graphen G = (V, E) mit nichtnegativer
Gewichtsfunktion w : £ — IR und bestimmt zu einem beliebigen festen v € V' die Lénge eines
kiirzesten Weges von v zu jedem anderen v € V. O.B.d.A. sei der Graph vollstindig, d.h. fiir
jedes u,z € V ist (u,z) € E (setze gegebenenfalls wy, := w(u,z) = 00).

Fiir W C V und z € V bezeichne py (x) die Lénge des kiirzesten Weges von v nach z, der nur
Punkte aus W als Zwischenpunkte benutzt. Dies wird sukzessive bestimmt durch

Algorithmus 1.1 (Dijkstra)
Eingabe: Ein gerichteter Graph G = (V, E) mit Gewichtsfunktion w: E — IR, v € V.
Ausgabe: Die Lange der kiirzesten Wege von v zu den iibrigen Knoten.

gi
= v w):=
orall €V v o w():=w,
hil =V o
gi

nde mit w( )=min w() €V

orall €V o
gi
w()==min w(), w() ws

Sat 1.1 Dijkstras Algorithmus bestimmt die Linge der kiirzesten Wege von v zu den ibrigen
Knoten korrekt.

Beispiel 1.12

3] 0 2 oo o 1 o©
2 2 oo 0 3 oo 3
3 2 Adjazenzmatrix A = %0 00 02 00 o0
oo oo x 0 oo ™
1 5
\ ) / © oo oo oo 0 1
. oo oo 2 5 oo 0

0) W ={v}, p(v) =0;
p(d) =1, pla) =2, p(b) = p(e) = p(c) = oo.
(1) Markiere d. W = {v,d}, p(v) =0, p(d) =1;
ple) =1+1, p(a) =2, p(b) = p(c) = occ.

(2) Markiere e. W = {v,d, e}, p(v) =0, p(d) =1, ple) =2;
p(b) =242, p(c) =2+5, pla) =2.



(3) Markiere a. W = {u,d,c,a}, p(v) =0, pd) =1, p(e) =2, pla) = 2
p(b) = min{4,2+3} =4, p(c) =T.

(4) Markiere b. W = {v,d, e,a,b}, p(v) =0, p(d) =1, p(e) =2, pla) =2, p(b) = 4;
p(c) = min{7,4+ 2} = 6.

Somit gilt d(v,v) =0, d(v,d) =1, d(v,c) = d(v,a) =2, d(v,b) =4, d(v,c) = 6.

Aufwand des Algorithmus: Fiir |[V| = n erfordert die Initialisierung n + 1 Operationen. Die
Schleife wird n — 1 mal durchlaufen und erfordert jeweils (n) Operationen. Damit ist der
Gesamtaufwand (n?) Operationen.

Bei negativen Kantenbewertungen arbeitet der Algorithmus von Dijkstra i.a. nicht mehr kor-
rekt:

Beispiel 1.13 Der folgende Graph hat zwar einige Kanten mit negativer Bewertung, aber keine

Kreise negativer Linge.
Vs -1 U1 3 V2
-1 / ¥ 4
V4 -3 U3

Der kiirzeste Weg von v; nach vy ist (vy, vg, v3,v4) mit Linge 4. Der Algorithmus von Dijkstra
liefert als kiirzesten Weg die Kante (v, v4) mit Lénge 6.

Der folgende Floyd—Warshall-Algorithmus arbeitet auch mit negativen Gewichten und erkennt
Kreise negativer Linge. Er berechnet die Abstidnde aller Knoten gleichzeitig.

Gegeben sei ein gerichteter gewichteter Graph G = (V, E) mit Knoten v, . .. , v, und Gewichts-
funktion w : E — IR. Weiter setzen wir w(v;,v;) :== 0, 1 <4 < n, und w(v;,v;) := oo, falls
(vi,vj) € E. Fiir einen Kantenzug = (vq,...,v,) in G sei ( ) die Lénge von

Man kann die Matrix W = w(v;,v;) als Abstandsmatrix auffassen, wobei nur Kantenziige

zugelassen sind, die aus einer Kante bestehen. Wir geben nun eine Operation an, die zu einer
gegebenen Abstandsmatrix und einem festen Knoten v; eine Abstandsmatrix berechnet, bei
der die vorherigen Kantenziige ausgedehnt werden auf Kantenziige, die v; enthalten.

Definition 1.8 Sei = (d;;) € R" ", j € {1,...,n} fest. Eine Dreiecksoperation auf
beziiglich j ist definiert durch

min{dik, dij + dj/c} fiir alle i, € {17 e 7n} \ {.7}

d., =
ik d;x. ~ sonst



Beispiel 1.14

m # U2
0 oo oo 1
_ 2 0 1 o
G 1 4 |1 mlt(dw)— 00 0o 0 oo
oo —4 3 0
V4 43> U3
0 -3 4 1
Dreiecksoperation fiir j = 4 ergibt (d;;) = 020 o% (1) z
oo -4 3 0

Bei dem folgenden Algorithmus wird das Minimum der Lénge aller Kantenziige von einem Kno-
ten v zu einem Knoten u berechnet. Das stimmt mit der Lénge des entsprechenden kiirzesten
Weges iiberein:

Sat 1.2 Sei G = (V, E) ein gerichteter gewichteter Graph. Ezistiert in G ein geschlossener
Kantenzug negativer Linge, so existiert in G ein Kreis negativer Linge.

Sat 1.3 Sei G = (V, E) ein gerichteter gewichteter Graph, der keinen Kreis negativer Linge
enthdlt. Dann gilt fir jeden Kantenzug = (v1,...,v,) () > d(v1,vg).

Nach einer endlichen Zahl (n) von Dreiecksoperationen, ausgehend von der Abstandsmatrix fiir
Kantenziige mit einer Kante, erhilt man entweder einen Kreis mit negativer Linge oder eine
Matrix, deren Elemente die Lénge der kiirzesten Wege zwischen je zwei Knoten angeben:

Sat 1.4 Sei G = (V, E) ein gerichteter gewichteter Graph mit Knoten vy, ... ,v, und (© =
(dij) die Abstandsmatriz zu G wie vor Definition 1. . Fir = 1,...n sei * = (dff)) das
Ergebnis der Dreiecksoperation beziiglich , angewandt auf *~V. Dann gilt

(k)

(a) Es gibt einen Kreis negativer Linge genau dann, wenn d;;’ < 0 fir ein i und ein  gilt.
(b) Gilt dgf) > 0 fir alle © und , so st dg;-c) die Linge des kiirzesten Weges von v; nach vj,
wenn nur Wege zugelassen sind, die als Zwischenknoten nur Elemente aus {vy,... v}

benutzen.

Zur Bestimmung der zugehorigen Wege mit kiirzester Linge dienen Matrizen (eg-c)), 1< <n,
in der fiir den kiirzesten Weg von v; nach v; mit moglichen Zwischenknoten aus {v1, ..., v},

falls es einen solchen gibt, die Nummer des letzten Zwischenknotens eingetragen wird.

Algorithmus 1. ( lo arshall)

Eingabe: Eine ( , ) Abstandsmatri ( Z(?))
Ausgabe: estste ung eines Kreises negativer Linge oder die Abstandsmatri ;; des vo sténdigen
Graphen, sowie fiir edes v;,v; die htchste ummer der wischenknoten auf dem kiirzesten Weg von

v; nach v;

10



gi

orall o
or all o
gi
I (1) B -
= i ij = i o=
egativer_Kreis := ein
hil ( egativer_Kreis = ein) a o
gi
or = to o
or = to o
gi
ik ki ; th
gi
k -— kj j
= J
i(=)a Kk th egativer_Kreis := a

Beispiel 1.14 (Forts.)

0 o0 oo 1 1111
(0) 2 0 1 o oy _ |2 2 2 2
@)= o 0 o ()=13 3 3 3
oo —4 3 0 4 4 4 4
0 oo oo 1 1111
oy, |2 0 1 3 Wy, 122 21
@)= o 0 oo (i) =133 3 3
o —4 3 0 4 4 4 4
0 o0 oo 1 1111
@y _| 2 0 1 3 @y _[2 2 2 1
@)=l % % 0 o (i)=13 3 3 3
-2 -4 -3 -1 2 4 21

dﬁ) = —1 zeigt an, daf} es einen Kreis mit Ecke v, negativer Lange, ndmlich —1, gibt. Den Weg

(2) _

selber erhidlt man aus (6(2)) durch Riickverfolgung der Ecken. Aus e,, = 1 ergibt sich v, aus

(%]
2 2 . . .
efu) = 2 19, aus efu) = 4 wieder v4, d.h. insgesamt der Kreis v vov10;.
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Abschétzung des Aufwands fiir den Floyd-Warshall-Algorithmus: Die beiden ,for“—Schleifen
erfordern einen Aufwand von (n?), die ,,while“~Schleife wird hichstens n Mal durchlaufen.
Damit ist der Gesamtaufwand (n?).

1. inimal spannende Biume

Definition 1.9 (MST) Sei G = (V, E) ein (kanten-)bewerteter zusammenhdngender unge-
richteter Graph, ein spannender Baum. Die Summe der Bewertungen der Kanten von
heifst Kosten oder Linge des Baums .  heifst minimaler spannender Baum, falls kein anderer
spannender Baum von G mit geringeren Kosten existiert.

Anmerkungen:

(1) MST hat i.a. keine eindeutige Losung, wie das folgende Beispiel zeigt. Haben in einem
Graph alle Kanten gleiche Lange (d.h. ist die Gewichtsfunktion konstant), dann ist jeder
spannender Baum minimal.

(2) Ein nicht zusammenhéngender Graph zerfillt in endlich viele Zusammenhangskomponen-
ten G; = (V;, E;), 1 <1< .Ist ; =(V,E,) ein spannender Baum von G;, 1 <i < |
dann heift FF' = { ;1 <i< } spannender Wald von G. Das Problem der Suche nach
einem spannenden Wald fiir einen nichtzusammenhéngenden Graphen 16st man durch die
Suche nach einem minimalen spannenden Baum fiir jede Zusammenhangskomponente.
Wir werden uns zunéchst auf zusammenhéingende Graphen beschrianken.

(3) Die Kantenléngen (bzw. -gewichte) kann man durch Eintrége in eine symmetrische (|V|, |[V|)~
Matrix beschreiben. Erginzt man wieder fiir fehlende Kanten beziiglich des vollsténdigen
Graphen mit gleicher Eckenmenge die Matrix mit den Werten co, dann kann man sich
auf Betrachtung vollstindiger Graphen beschrinken.

Beispiel 1.15 Graph mit zwei verschiedenen minimalen spannenden Biumen:

U3 V4
7
2
v1¢ 1 2 2 1 2 1 2 2
! 2~ 15\d ! 4 1 X
v2 2 ve 2

Grundlage der folgenden Algorithmen zur Losung von MST ist
Sat 1.5 Sei G = (V, E) ein kantenbewerteter zusammenhdingender Graph mit Gewichtsfunkti-

onw:E —IR, CV,(uv)€eEmitue ,ve undw(u,v)=min{w(z, )|jze , € }.
Dann existiert ein minimaler spannender Baum, der (u,v) enthdlt.

12



Der Satz ermoglicht folgenden Algorithmus von Prim:

Algorithmus 1. ( 1)
Eingabe: V = vy, ,vp, und die Absténde ;;
Ausgabe: Ein minima er spannender aum (V, )

gi
(  nitia isierung )
= N
orallveV vy o é&chsterv (=
hil =V o
gi
( inde die zu  benachbarte Ecke )
min :=
orallveV o
gi
i w(v, adchsterv) min th
gi

min := w(v, #chsterv)
eue_Ecke := v

= eue_Ecke
= ( eue_Ecke, #chster eue_Ecke )
( é&chster aktua isieren )

orallveV o
gi
i w(v, &chsterv) w(v, eue_Ecke) th dchster v := eue_Ecke

Das Datenfeld Ndchster dient zur Suche der kiirzesten Kante, die  verldfit. Fiir jede Ecke
v € V\ gibt Ndichster[v] an, welche Ecke von  am n#chsten zu v liegt. Daher mufi man
zum Auffinden der kiirzesten Kante, die  verldfit, nur die kiirzeste Kante unter den Kanten
(v,Néchster[v]),v ¢ , bestimmen.

Sat 1.6 Der Algorithmus MST1 list MST in einer Zeit (|V|?).

Beispiel 1.15 (Forts.) Durchfiihrung des Algorithmus ergibt:

13



1 1 K

MST1 ist i.a. bestmdglich, da fiir MST jede Kante betrachtet werden mufl. Fiir Graphen mit
wenigen eigentlichen Kanten, d.h. w(u,v) = oo fiir viele Kanten (u,v) € E des zugehorigen
vollstdndigen Graphen, 148t sich MST1 verbessern.

Folgender Algorithmus MST2 (Kruskal,Berge) beginnt mit dem Graph (V, ), d.h. mit n = |V|
Zusammenhangskomponenten. Bei jedem Schritt wird jeder Komponente eine Kante minimaler
Linge zugeordnet, die die Komponente , verlafit“, d.h. eine Ecke liegt in dieser Komponente,
die andere nicht. Zum Abschlufl des Schrittes werden diese Kanten in den Graph eingefiigt.
Dadurch wird die Anzahl der Komponenten verringert (mindestens halbiert). Der Algorithmus
bricht ab, wenn der entstandene Graph zusammenh#ngend ist.

Algorithmus 1. ( )
Eingabe: Ein zusammenhéingender Graph G = (V, E) und fiir edes ( ,v) € E ein Abstand w( ,v).
Ausgabe: Ein minima er spannende aum (V, ) von G.

gi

(  nitia isierung  ist die enge der usammenhangskomponenten von (V, ) )

= = v, ; Up
hil = o
gi
orall € o =
orall ( ,v)€EE o
gi
u, v := Komponenten, die v und entha ten
i 4= ,th
gi
i w( ,v) « th
gi
u = w( 7’0)
Kiirzester , = ( ,v)
i w( ,v) » th
gi
v = w( a’U)
Kiirzester , = ( ,v)

14



or all € o = Kiirzester
nde die enge der usammenhangskomponenten von (V, )

Sat 1.7 MST2 lost MST fiir (V, E) und w in einer Zeit (|E|log|V]).

Beispiel 1.15 (Forts.) Betrachtet man die Kanten in der Reihenfolge (v1, vs), (v1,v3), (v2, v3),
(v2,v4), (va,vs), (v2,v6), (v3,04), (Va,vs5), (v4,vs), (vs,v6), dann ergibt die Durchfiihrung des
Algorithmus:

RN

2

Anmerkung: Man kann die Kanten zu Beginn des Algorithmus nach ihrer Linge sortieren.
In vielen Féllen miissen dann nicht in jeder Stufe alle Kanten betrachtet werden. Enthélt aber
jeder minimale spannende Baum eines Graphen G eine lingste Kante von G, dann wird durch
die Sortierung nichts gewonnen.

Wir suchen nun spannende Baume (d.h. Teilgraphen mit méoglichst wenigen Kanten), deren
Gesamtlange maximal ist:

Definition 1.10 (M F) Sei G = (V, E) ein (kanten-)bewerteter ungerichteter Graph mit
positiver Gewichtsfunktion w 0, F' ein kreisfreier Teilgraph. F' heifst Wald mit maxima-

lem Gesamtgewicht w(F) = . w(e), falls kein anderer kreisfreier Teilgraph F' von G mit

groflerem Gesamtgewicht existiert.

MWEF ist eng mit MST verwandt. Sei G zunéchst zusammenhéngend. Wegen w;; := w(v;, v;)
0 fiir alle v;,v; € V, @ # j, ist ein Wald mit maximalem Gesamtgewicht dann ein spannender
Baum von G. Sei jetzt

W = max{w;;,1 <1i,j < |V|} und cij =W —w;; fiirallel <i,7 <|V].
Dann ist ¢( ) fiir jeden spannenden Baum  mit dem Gesamtgewicht w(7") durch
w(T) = (V] - 1DW —¢(T)

verkniipft. hat maximales Gesamtgewicht beziiglich w genau dann, wenn  minimal beziiglich
¢ (d. h. ein MST) ist.

Fiir unzusammenhingendes G betrachtet man G als Vereinigung der Zusammenhangskompo-
nenten:

15



Sat 1.8 Sei G = (V, E) ein Graph mit den Zusammenhangskomponenten 1,..., . Weiter
sei fir jedesi € {1,..., } ; ein spannender Baum mit mazimalem Gewicht. Dann ist die
Vereinigung { 41 <i< } ein Wald mit mazimalem Gewicht.

Das Gegenstiick zum Satz 1.5 fiir das MWF-Problem ist:

Sat 1.9 Sei G = (V, E) ein kantenbewerteter Graph mit positiver Gewichtsfunktion w: E —
R, CV, (uv)€e Emitue ,ve undw(uv)=max{w(z, )|z€ , € }. Dann
existiert ein mazimaler spannender Wald, der (u,v) enthdlt.

Damit ergibt sich fiir MWF der folgende ,natiirliche“ Algorithmus:

Algorithmus 1. (D r gi rig Algorithmus)
Eingabe: G = (V, E) mit einer positiven Gewichtsfunktion w;;
Ausgabe: Ein Wad  mit ma ima em Gesamtgewicht
gi
= v
hil E= o
gi
( ,v) Kante ma ima en Gewichts in E
E=E (,v)
i und v sind nicht in derse ben Komponente von (V, ) th
gi
= (,v)

fasse die Komponenten von und v zusammen

Beispiel 1.16

V3 V4
2
7
3
U1 7 7 = 7
4 Uy S 52
V2 7 (%3 7

Der gierige Algorithmus schnappt also stets einfach nach dem grofiten erreichbaren Brocken.
Trotzdem 16st er das Problem:

Sat 1.10 Der gierige Algorithmus ldst das MWF Problem.
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1. a imale liisse und der Igorithmus on ord ulkerson

Definition 1.11 Die Aufgabe, zu jedem Netzwerk N = (s,t,V, E, c,) mit n = |V| Knoten und
= |E| Kanten den Flufi f € R mit mazimalem Wert zu finden, heifft Problem des grofiten
Flusses (max flow problem, MFP) .

Beispiel 1.17 Netzwerk mit n = 4 Knoten, =5 Kanten und ¢,(e;) =1,i=1,...,5.
AR
] €5 t

Ein maximaler Flufl hat den Wert 2.

Wir haben bei der Behandlung von Beispiel 1.10 das Problem des kiirzesten Weges mit Hilfe
der Inzidenzmatrix in ein Flu-Problem umgewandelt und dieses als LP-Problem gel6st. Analog
ergibt sich die Formulierung des MaximalfluBproblems als LP:

Gegeben sei das Netzwerk N = (s,t,V, E, ¢,). A sei die Inzidenzmatrix des Graphen. Dann ist
ein s—t—Flufl f mit Wert v = |f| gegeben durch die Restriktionen

-1, i1=s
Af+dv=0, 0<f<ec, mit de€IR", d;=<+1, i=t.
0, sonst

v 1St zu maximieren.

Entfernt man aus einem Fluf-Netzwerk geniigend viele Kanten, dann liegen Quelle und Senke
in verschiedenen Zusammenhangskomponenten, ein Flufl von der Quelle zur Senke ist also nicht
mehr moglich. Existierte vorher ein Fluf}, dann muf3te sein Wert vollsténdig durch die entfernten
Kanten geflossen sein, er kann also nicht grofler als die Gesamt—Kapazitit der entfernten Kanten
sein.

Definition 1.12 (a) Sei V eine beliebige nichtleere Menge. ( ,T) heifit Partition von V,
wenn , T CV, T =V und T =

(b) Sei(s,t,V,E, cy) ein Netzwerk. Eine Partition ( ,T) vonV heifsit (s t )Schnitt des Netz-
werks, wenn s € undteT.

(c) (,T)= Z Co(vi,v;)  heift Kapazitédt des Schnittes ( ,T).

('u,-,vj)EE,
vi€ ,v; €T
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emma 1.1 Sei N = (s,t,V, E, c,) ein Netzwerk, ( ,T) ein Schnitt und f ein FlufS. Dann gilt

fl= Y fanv)— D flu,v).

(Ui,’vj)EE, (W,’Uj)EE,
vi€ ,v; €T v €T, v €

Insbesondere ist |f| < ( ,T).

Wir wollen nun Kriterien fiir einen maximalen Fluf3 entwickeln.

Definition 1.13 Gegeben sei ein Netzwerk N = (s,t,V, E,c,) und ein (zuldssiger) s t Flufs
f. Weiter sei = (s =wp,v1,...,v, =1) ein ungerichteter s t Weg.

(a) Eine Kante (vi_1,v;) von — mit (vi—1,v;) € E heifft Vorwirtskante von , eine Kante
(vie1,v;) von  mit (v;,v;—1) € E heifft Rickwirtskante von

(b) Gilt fir jede Vorwdrtskante e von f(e) < co(e) und fir jede dickwdrtskante f(e) 0,
dann heifft  zunehmender Weg (beziiglich f ).

Beispiel 1.18 Bei jeder Kante e wird durch x| die (obere) Kapazitit c,(e) = z und der
FluBl f(e) = bezeichnet.

a1
21 4 21 p 2
o2 A 21 .
s 1|1 T,
D S

Ein zunehmender Weg ist (s, ¢, e, a, d, ).

Sat 1.11 FEin Fluf f auf einem Netzwerk N = (s,t,V, E,b) ist genau dann mazimal, wenn
es keinen bzgl. f zunehmenden Weg gibt.

Beispiel 1.18 (Fortset ung) Fiir das angegebene Beispiel ist d = 1.
Korollar 1.1 FEin Fluf f auf einem Netzwerk N ist genau dann mazimal, wenn |f|= ( ,T)

gilt, wobei  die Menge aller von s aus auf einem zunehmenden Weg erreichbaren Punkte sei.

Bei Beispiel 1.10 waren die Kapazitéten ganzzahlig, ndmlich 1, und es wurde ein optimaler Fluf}
gesucht. Dieser mufl nicht unbedingt ganzzahlig sein. Es gilt aber
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Sat 1.12 Ist N ein Netzwerk mit nur ganzzahligen Kapazititen, dann gibt es einen ganzzah-
ligen mazximalen Fluf$ auf N.
Fiir den Zusammenhang zwischen den Schnitten und den Fliissen ergibt sich

Sat 1.13 (Ma imal u Minimalschnitt) Der mazimale Wert der Fliisse auf einem Netz-
werk N st gleich der minimalen Kapazitit der Schnitte in N.

Beispiel 1.18 (Forts.)

a
<
~
2279 21 p1 22
g }
222 |} 1 22

Ein minimaler Schnitt ist z.B. ( ,7") mit = {s,b, c}. Die Kapazitéit des Schnitts und der Wert
des angegebenen Maximalflusses ist 5.

Bemerkungen:

(1) In der Praxis spielen irrationale Kapazitidten in Netzwerken keine Rolle, da im Computer
nur rationale Zahlen darstellbar sind.

(2) Die Sétze 1.12 und 1.13 liefern einen Algorithmus, der einen Flufl mit maximalem Wert
findet. Fiir ganzzahliges ¢, ist dieser Fluf§ (und natiirlich sein Wert) sogar ganzzahlig.

(3) Die Sétze machen keine Eindeutigkeitsaussage, d.h. es kann mehrere Fliisse mit maxima-
lem Wert geben. Fiir ganzzahliges ¢, ist mindestens einer von ihnen ganzzahlig.

Satz 1.11 legt folgenden Algorithmus nahe, bei dem fiir einen vorliegenden Flufl entweder ge-
zeigt wird, dafl er maximal ist, oder ein zunehmender Weg konstruiert wird, mit dessen Hilfe ein
groferer Flufl gefunden werden kann. Dazu werden die Ecken sukzessive, beginnend mit s, mit
einer dreistelligen Markierung versehen: Die erste Markierung 1 (w) gibt die Vorgéingerecke auf
einem moglichen zunehmenden ungerichteten Weg an, die zweite Markierung o(w) € {+, -},
ob die Kante (w, 1(w)) eine Vorwirts- oder Riickwirtskante ist, und die dritte Markierung
d(w), um welchen Anteil der Flu§ entlang dieser Kante verindert werden kann, um den Ge-
samtflufl zu verbessern. Weiter werden in einer , LISTE“ die Ecken aufgefiihrt, die selbst schon
markiert wurden, aber nicht schon zur Markierung weiterer Ecken benutzt wurden.
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Es ergibt sich folgende Grobstruktur:

Initialisierung mit f = 0. Markiere s durch (s) = s, 2(s) = —, d(s) = 0o, LISTE=
{s}-

Losche die Markierungen aller Ecken aus V' \ {s}.

Markiere alle méglichen Ecken, ausgehend von s. Losche dabei jeweils die Ecke aus ,,LI-
STE“, von der aus markiert wird, und erweitere ,, LISTE“ um die Ecken, die neu markiert
wurden.

Kann keine weitere Ecke mehr markiert werden und ist ¢ nicht markiert, dann gibt es
keinen zunehmenden Weg von s nach ¢, d.h. der Fluf} ist maximal, und der Algorithmus
bricht ab.

Rekonstruiere den zunehmenden Weg.

Erhohe den FluB entlang des zunehmenden Weges und fahre mit Schritt (2) fort.

Algorithmus 1. ( or  ulk rso )
Eingabe: Ein etzwerk = (, ,VJE, ,)
Ausgabe: Ein ma imaer u in

gi
:= ( u initia isieren )
1() = o( ) = ():= L E= ( ue e initia isieren )
orveV o
gi
( uche fir zunehmenden Weg initia isieren )
1(v) = 2(v) := (v) :=
r at
( arkierung der Ecken )
gi
orvelL E o
gi

( Ecke markiert, aber noch nicht zur arkierung weiterer Ecken verwendet )
L E=L E w

orweVmit (w)= o
( uche nach neu zu markierenden Ecken )
gi

i (v,w) € Eund (v,w) o(v,w) th
(  orwirtskante )
gi

Is i (w,v) € Eund (v,w) th
( ickwirtskante )
gi
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= 2(w) =
L E=L E w
1 1( ) = th
( ekonstruktion des zunehmenden Weges und ergré erung des usses )
gi
w ()
hil w= o
gi
v 1(w)
i Q(w) = th (U,w) = (v,w) Is (w,'u) = (w,v)
w =
orveV o
gi
( uche fiir zunehmenden Weg initia isieren )
1(v) = 2(v) : (v) := L E-=
util L, E=

Beispiel 1.19 Fiir das Netzwerk

ergibt sich als maximaler Fluf}

Aus dem Beweis fiir Satz 1.11 folgt

Sat 1.14 Fir ein Netzwerk mit rationalen Kapazititen bricht der Ford Fulkerson Algorithmus
mit einem zugehdrigen optimalen Fluf$ ab.
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Der Algorithmus von Ford—Fulkerson hat in seiner urspriinglichen Version Nachteile:

Im Falle irrationaler Kapazititen kann er bei ungeschickter Auswahl der Knoten aus LISTE
versagen. Es gibt ein Beispiel (ohne Beweis), dafi das Verfahren nicht nur nicht abbricht, sondern
gegen einen Wert konvergiert, der nur 1 4 des maximal moglichen Fluflwertes betrégt.

Selbst im Fall ganzzahliger Kapazitédten ist der Algorithmus nicht polynomial, da die Anzahl
der vorzunehmenden Anderungen des Flusses nicht nur von |V| und |E|, sondern auch von c,
abhéngen kann:

Beispiel 1.20 Wihlt man in dem Netzwerk

abwechselnd als zunehmende Wege (s, a,b, e, f,t) und (s,d,e,b,c,t), (was bei geeigneter An-
ordnung der Ecken bei der Auswahl aus LISTE moglich ist,) so wird der Fluiwert in jedem
Schritt nur um 1 erhéht und man benétigt insgesamt 2n Iterationen. Andererseits erhélt man
bei geschickter Wahl der Wege, z.B. mit (s, a,b, c,t) und (s,d, e, f,t), den maximalen Fluf} in
nur zwei Durchldufen.

Betrachtet man aber LISTFE nicht als Menge, sondern als Warteschlange, d.h. es wird die Ecke
v ausgewahlt, die als erste aufgefiihrt ist, und die neuen Ecken werden am Schlufl angefiigt,
dann wird immer ein Vergréflerungsweg minimaler Linge ausgewéhlt und der Algorithmus ist
auch fiir irrationale Kapazitéiten polynomial:

Sat 1.15 ( mon s Karp) Betrachtet man LISTE im Algorithmus von Ford Fulkerson
als Warteschlange, dann hat der Algorithmus 1. Komplezitit (|V||E|?).

Bemerkung: Fiir Netzwerke mit n Ecken und ~ Kanten, die dicht sind, d.h. fiir die = (n?)
gilt, hat der Algorithmus Komplexitit (n°). Ein von Dinic eingefiihrter und weiterentwickel-
ter Algorithmus betrachtet geeignete Hilfsnetzwerke und vergroflert die Fliisse nicht nur auf
einzelnen Wegen, sondern auf dem gesamten Netzwerk, und hat Komplexitit (n?), ist also
fiir dichte Netzwerke effizienter.

1. ostenminimale liisse

Wir betrachten nun allgemeinere Netzwerke N = (s,t,V, E, ¢y, c,) mit zusétzlicher unterer
Kapazitdatsfunktion ¢, < ¢, und einer weiteren ,Kostenfunktion® : E — IR und suchen
optimale Fliisse.
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Definition 1.14 Die Aufgabe, zu jedem Netzwerk N = (s,t,V, E, ¢y, c,) mit ¢, < ¢, und ei-

ner Kostenfunktion : E — IR einen Flufi f mit Wert w und minimalen Kosten (f) :=
Z (e)f(e) (d-h. mit (f) < (f) fiir alle anderen Flisse mit Wert w,) zu finden, heifit
€E

Problem der Bestimmung eines kostenminimalen Flusses (min cost flow problem).

Als LP-Problem formuliert, ergibt sich mit der Inzidenzmatrix A und der iiblichen Funktion
deR"

-1, i=s
min "f, Af+wd=0, ¢, <f<ec,, mit d; =441, i=t1.
0, sonst

Quelle und Senke hatten bei einem Flufl eine Sonderrolle, da fiir diese Ecken die Durchlaufbe-
dingung i.a. nicht erfiillt war. Wir verallgemeinern:

Definition 1.15 Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph mit Kapazititsfunktionen c, und c,,
Cy < ¢,. Fine Abbildung f : E — IR heifit Zirkulation, wenn sie der Erhaltungsbedingung

Z flv,u) = Z f(u,v) fiir allev e V

(U,U)EE (U,U)EE
gentigt. Die Zirkulation heifit zuldssig, wenn gilt
cu(e) < fle) < cole) fiir alle e € E.

Ist durch : E — IR eine Kostenfunktion gegeben, dann heifit die Zirkulation optimal oder
kostenminimal, wenn (f) < (f) fiir alle zulissigen Zirkulationen f gilt.

Beispiele:

(1) Wir betrachten das Problem des maximalen Flusses und ein Netzwerk N = (s,t,V, E, ¢,)
mit einem Flufl vom Wert w( f). Wir erweitern G durch die gerichtete Kante (¢, s) (,, Riick-
kehrkante“) zum gerichteten Graphen G = (V, E') und setzen ¢, und f durch

¢, =0 inG, co(t, s) 1= 00, ft,s) :==w(f)
auf G fort. Mit der Kostenfunktion
:E — IR mit (t,s):=-1, (e):=0 sonst

ist f genau dann eine kostenminimale zuléssige Zirkulation auf G', wenn der urspriingliche
Fluf} auf G maximal ist.

(2) Fiir Netzwerke mit unterer Kapazititsfunktion setzt wir ¢, durch ¢,(t, s) :== 0 auf G fort.
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(3) Beim Problem der Bestimmung eines kostenminimalen Flusses mit Wert w setzt man
cu(t,s) :=c,(t,s) == wund (¢,s):= 0. Eine zuldssige Zirkulation entspricht dann einem
Flufl mit Wert w und eine optimale Zirkulation ist Fortsetzung eines kostenminimalen
Flusses.

(4) Es muf} nicht unbedingt eine zuléssige Zirkulation existieren, wie folgendes Beispiel zeigt.
Bei jeder Kante sind durch ¢,|c, die Kapazititen angegeben.
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Fiir ein Existenzkriterium fiir zuléssige Zirkulationen erweitern wir den zugrundeliegenden Gra-
phen zu einem Netzwerk:

Sat 1.16 Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph mit nichtnegativen Kapazititsfunktionen c,
und ¢,, ¢y < ¢,. Sei N := (s,t,V ,E ,c) folgendes Netzwerk

V =V {s,t}, E :=FE {(s,v);veV} {(v,t);veV},
c(e) :==co(e) —cyle)  fir alle e € E,
¢ (s,v) = Z Cy(u,v) und c(v,t) = Z cu(v,u)  fir allev € V.

(uv)EE (v,u)eE

Weiter sei w = Z cy(€). Dann gilt Es gibt auf G eine zulissige Zirkulation genau dann, wenn

€E
ein mazimaler Flufl auf N den Wert w hat.

Wir verallgemeinern die Begriffe ,,Schnitt® und ,,Kapazitit eines Schnittes® auf beliebige ge-
richtete Graphen:

Definition 1.16 Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph mit nichtnegativen Kapazititen c, und
Coy Cy < Co. Fine Partition ( ,T) von V heifit Schnitt und

c( ,T):= Z Cou,v) — Z cu(u,v)

(uw)EE (u,v)EE
ue weTl ueTl we

Kapazitit des Schnittes.

Analog zu Satz 1.13 ergibt sich
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Sat 1.17 Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph mit nichtnegativen Kapazititen c, und c,,
cu < ¢o. Es gibt eine zuldssige Zirkulation auf G genau dann, wenn jeder Schnitt ( ,T) von G
nichtnegative Kapazitit hat, d.h. wenn stets

Z Co(u,v) > Z cu(u,v).

(u,v)EE (u,v)EE
ue ,weT ueT we

Zur Konstruktion einer kostenminimalen zuldssigen Zirkulation benétigen wir folgende Hilfs-
konstruktion.

Definition 1.17 Sei G = (V, E) ein gewichteter Graph, ¢, und c, mit ¢, < ¢, Kapazititsfunk-
tionen, eine Kostenfunktion und f eine zuldssige Zirkulation f in G.

FEine Kante (u,v) € E mit f(u,v) < co(u,v) heifft Vorwirtskante, eine Kante (u,v) € E mit
flu,v)  cy(u,v) heifft Riickwértskante. Dann heifit G (f) = (V, E') mit

E = {(u,v); (u,v) Vorwirtskante}  {(v,u); (u,v) dckwdirtskante}
heifst VergréfBerungsgraph. Kostenfunktion und Kapazitatsfunktionen werden definiert durch
Co(u,v) — f(u,v) (u,v) Vorwdrtskante

(u,v)

, ¢, =0, cylu,v):=
- (v o

(u,v) := u fv,u) —cu(v,u)  (u,v) tickwartskante

Damit ergibt sich

Sat 1.18 FEine zuldssige Zirkulation f in einem Graphen G ist genau dann kostenoptimal,
wenn in dem zugehorigen Vergroferungsgraphen G (f) keine Kreise mit negativen Kosten eri-
stieren.

Kreise negativer Kosten lassen sich mit dem Floyd-Warshall-Algorithmus bestimmen, so dafl
sich folgender Algorithmus fiir kostenminimale Fliisse ergibt:

Algorithmus 1.
gi
inde einen u  mit Wert w mit dem a u a gorithmus
hil Es gibt einen Kreis  negativer Kosten in (V,E) o
gi
ergro ere  angs
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Beispiel 1.21 Gesucht ist eine kostenminimale zuldssige Zirkulation in folgendem Netzwerk,
in dem fiir jede Kante e die Kosten (e), die obere Kapazitit cy(e) und die Zirkulation f(e)
durch (e),c,(e), f(e) angegeben sind (mit ¢, = 0.)

a
%\y
s° 2 31 ¢

1
é\ /
b
Eine zuléissige Zirkulation f ist gegeben durch f(s,a) = 2, f(a,b) = f(a,t) = f(b,t) = 1,
f(bya) = f(s,b) = 0.

Das zugehorige VergroBerungsnetzwerk N (mit (e),c,(e) an jeder Kante) ist

a

N\

s 21 31 ¢t

b\/m
b

Dieses Netzwerk enthélt den Kreis (s, b, a, s) mit Kosten —5 und einer zugehorigen Zirkulation
f vom Wert 1. Addition dieser Zirkulation ergibt eine neue Zirkulation f(s,a) = f(a,t) =

f(s,0) = f(b,t) =1, f(a,b) = f(b,a) = 0.

Das zugehérige VergroBerungsnetzwerk N ist jetzt

7

21 31 t
l&%
11 b

Dieses Netzwerk hat keine Kreise negativer Kosten, so dafl die optimale Losung gefunden ist.
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1. Bran h and Bound er ahren

Die ,,Branch-and-Bound“-Methode beruht darauf, auf eine ,intelligente” Weise alle zuléssigen
Lésungen eines kombinatorischen Optimierungsproblems aufzulisten und mit Hilfe von bekann-
ten Schranken Losungen dabei auszuschlieflen, die als Optimum nicht in Frage kommen kénnen.

Wir wollen dies an Hand einiger bekannter Probleme deutlich machen und betrachten zuerst
das ganzzahlige Lineare Optimierungsproblem

min =cx=c(z); Ar <b; x>0; =z ganzzahlig.

Liafit man die Forderung der Ganzzahligkeit der Losung aufler acht, dann erhilt man eine
Losung z° des LP, die i.a. nicht ganzzahlig ist. Die Kosten c(z°) sind sicher auch eine untere
Schranke fiir die Kosten einer optimalen Losung z des ILP. Wenn 2° schon ganzzahlig ist,
hat man eine gesuchte Losung des ILP. Im anderen Fall gibt es mindestens eine Komponente
zY, die nicht ganzzahlig ist. Wir konnten nun unser Ausgangsproblem aufspalten in die beiden
Teilprobleme

Problem 1: min =cz=c(z); Az <b; x>0; gz ganzzahlig, m; <[z}
und
Problem 2: min =cz=c(z); Az <b; x>0; xganzzahlig; mz; > [zJ]+ 1.

-2 1 —3
c(z):=—(z1+m2); A=|0 =1]; b=|-3
11
2 1 u
verdeutlichen.
2
i - 1 2
A//\\n .
1
Das zugehorige LP-Problem hat die optimale Losung z° = (2,3) mit Kosten ¢(z%) = —4.

Unterteilt man nach der 1. Komponente, dann erhéilt man die beiden Teilprobleme

Pl: z; <1 und P2: x> 2.
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/ A

1 2

1

Das Problem LP2 z.B. hat die optimale Losung z* = (2, 3) mit Kosten ¢(2?) = —5. Unterteilt
man wieder (nach z3), dann erhiilt man die beiden Teilprobleme
P5: 19<1 und P6: 9 > 2.

2
A

/\

LP5 hat die ganzzahlige optimale Losung (2,1) mit Kosten —3, die auch optimale Losung fiir
das Ausgangs-ILP ist.

Man kann diesen Auswahlprozefl mit Hilfe eines Baums beschreiben. Die Wurzel entspricht der
urspriinglichen zuléssigen Menge und jeder Knoten steht fiir ein Teilproblem.

Wenn das urspriingliche ILP eine beschrinkte zuldssige Losungsmenge besitzt, mufl der Ver-
zweigungsprozess nach endlich vielen Schritten entweder mit einer ganzzahligen Losung des
entsprechenden Teilproblems oder mit einem LP ohne zuléssige Losungen enden. Die ganzzah-
lige Lésung mit den geringsten Kosten ist die optimale Losung des ILP.

Ist irgendwann eine ganzzahlige Losung mit Kosten ¢( ) gefunden und betrachtet man ein
Teilproblem (einen Knoten des Baums), fiir deren Losungen die untere Schranke der Kosten
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schon gréfler als ¢( ) ist, dann kommen ganzzahlige Losungen dieses Teilproblems als optimale
Losungen nicht in Betracht. Daher mufi man die Verzweigungen dieses Knotens nicht weiter
untersuchen.

Fiir einen Algorithmus mufl man nun festlegen, welchen Knoten man bei einer Verzweigung
weiterverfolgt, und welche nichtganzzahlige Komponente benutzt wird, um die zusétzlichen
Bedingungen einzufiihren. Fiir beide Fragestellungen gibt es keine allgemein bestmogliche Wahl.
Es erscheint sinnvoll, den Knoten weiter zu verfolgen, der die kleinste untere Schranke hat.
Betreffend der Wahl der Komponenten wird die Komponente empfohlen, deren zugehorigen
Zusatzbedingungen die unteren Schranken moglichst weit nach oben driickt, in der Hoffnung, im
weiteren Pfad moglichst viele Knoten nicht beriicksichtigen zu miissen, da die untere Schranke
schon zu grof ist.

Beispiel 1.22 (Forts.) Der vollstindige Baum zu unserem Beispiel ist

Zusammenfassend gilt:
Gegeben sei ein Problem A mit zuldssiger Menge G. Fiir die Durchfithrung des Branch-and-
Bound-Verfahrens ben6tigt man nur zwei allgemeine Voraussetzungen:

1. Verzweigen (Branch): Fiir jedes FF C G ist FF = F; darstellbar mit disjunkten F;.
Betrachtet man diese F; als Knoten eines Graphen, so erhiilt man einen (gerichteten)
Baum.

2. Beschrénken nach unten (Bound): Es gibt ein einfaches Problem | so dafi min (F) <
min A(F) fiir jedes F' C G gilt. ( liefert untere Schranken fiir die Knoten des Baums).

Bezeichnet man wie iiblich die Nachfolger eines Knotens in einem gerichteten Baum als Kinder,
dann hat der Algorithmus die folgende allgemeine Form: ,Aktivmenge® ist die Menge der
Knoten, die noch genauer untersucht werden muf}, ist eine obere Schranke fiir die Losung,
,Bestlosung® ist die beste gefundene Losung.

Algorithmus 1. ( ra ha ou )
gi
Aktivmenge := G ( @ ist das urspriing iche robem )
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hil Aktivmenge = o
gi

wih e einen erzweigungsknoten € Aktivmenge
Aktivmenge := Aktivmenge

Erzeuge die Kinder von Knoten , Kind =

Erzeuge die unteren chranken ; =min (), =
or = to , o

gi
iy th
gi
i Kind ist vo stindige Losung th
gi
i () th

gi
= ()

est osung := Kind

Is Aktivmenge := Aktivmenge  Kind
Is 0sche Kind

5 5 55
5 5
5 5
55
a4 5 5
00
w
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