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1 Kombinatorische Optimierung

1.1 Begriffe aus der Graphentheorie

Zur Beschreibung vieler Optimierungsprobleme eignet sich besonders die Sprache der Graphen-
theorie. Das erste graphentheoretisch beschriebene Problem stammt von Euler (Kénigsberger
Briickenproblem, 1736): Es sollte ein Rundweg durch Koénigsberg gefunden werden, der jede
Briicke iiber den Pregel genau einmal iiberquert. Euler reduzierte die Inseln und die durch den
Flufl getrennten Festlandteile auf Punkte und stellte die Briicken durch Verbindungskurven
dar.

Man kann nun zeigen, daf es keinen solchen Rundweg gibt, denn sonst miisste von jeder Ecke
eine gerade Anzahl von Kanten ausgehen.

Definition 1.1 Sei V' eine endliche nichtleere Menge und E eine Menge von zweielementigen
Teilmengen von V. Das Paar G = (V, E) heifit Graph. Die Elemente von V heiffen Knoten
oder Ecken von G, die Elemente von E Kanten von G.

Beispiel 1.1

G=(V,E) = (ivl, Vg, Vs, 1)4}1,\{(1)1, Vo), (v2, v3), (v3,v4), (v, v1), (V1, V3) ,)

-~ -~

1% E
V4 0701)3
U1 07002

Wichtige Beispiele in der Graphentheorie sind der wollstindige Graph einer n-elementigen
Punktmenge V', dessen Kantenmenge aus allen zweielementigen Teilmengen von V' besteht,
und die bipartiten Graphen, deren Eckenmenge V so in zwei Teilmengen V; und V; zerlegt wer-
den kann, dafl Kanten nur Ecken von V; mit Ecken von V, (und umgekehrt) verbinden, aber
keine Ecken von V] miteinander und ebenso keine Ecken von V5, miteinander.



Beispiel 1.2 Vollstindiger Graph mit 5 Ecken:

PN
N

U4 Us Vs
o o o)
o o] o]
U1 V2 U3

Man kann oft Graphen in der Ebene anschaulich beschreiben: Die Ecken werden durch (beson-
ders hervorgehobene) Punkte und die Kanten durch Kurven dargestellt, die die entsprechenden
Punkte verbinden. Die Kurven konnen sich in weiteren Punkten schneiden, die aber nicht als
Ecken aufgefafit werden.

Die Definition des Graphen schliefit nicht aus, dal zwei Ecken durch mehrere Kanten verbunden
sind. Wir betrachten hier nur sogenannte schlichte Graphen ohne Mehrfachkanten und ohne
Schlingen, d.h. Kanten, bei denen die Anfangs- und Endecke iibereinstimmen.

Wie iiblich betrachtet man Unterstrukturen:

Definition 1.2 Sei G = (V, E) ein Graph. Der Graph Gy = (Vi, Ey) heifit Teilgraph von G,
wenn Vi CV und Ey C E. G heifit spannender Teilgraph von G, wenn V = V.
Beispielsweise durch Einbahnstralen motiviert, kann man den Kanten eine Richtung zuweisen:
Definition 1.3 Sei V eine endliche nichtleere Menge und E eine Menge von geordneten Paaren
(a,b) € V XV mit a # b. Dann heifft G = (V, E) gerichteter Graph (oder Digraph). Die
FElemente von E heiflen (gerichtete) Kanten von G, a heiffit Anfangspunkt, b Endpunkt der
Kante (a,b).

Beispiel 1.4

G = ({Ul, V2, U3, U4}a {(Ula UZ)’ (UQ’ U3)ﬂ (7)4’ U3)ﬂ (U4a Ul)a (Ula U3)a (Ula U4)})

V4 @) O’U3
U1 @) OU2




Anmerkung: Wir betrachten wieder nur schlichte gerichtete Graphen. Dabei kann es zu zwei
Ecken v1,v9 € V die beiden (entgegengesetzt gerichteten) Kanten (v, vs) und (v, v;) geben.

Um das ,,Durchlaufen® eines Graphen zu beschreiben, benotigt man folgende
Definition 1.4 Sei G = (V, E) ein Graph.

(a) Eine Folge (e1, ... ,ey,) von Kanten von G heifst Kantenzug, wenn es Ecken vy, v, ... ,v, €
V' gibt mit (vj_1,v;) =€, j =1,...,n. vy heifit Anfangspunkt, v, Endpunkt des Kan-
tenzugs, n seine Linge.

Der Kantenzug heifit geschlossen, falls v, = vy gilt.
Sind die Kanten paarweise verschieden, dann heifst der Kantenzug Weg bzw. 1m geschlos-
senen Fall Kreis.

(b) G heifit zusammenhéngend, wenn es zu je zwei Ecken a,b € V einen Kantenzug gibt mit
a als Anfangs- und b als End-Ecke.

(c) G heifit Baum, falls G zusammenhingend ist und keinen Kreis enthdlt.

(d) T heifit spannender oder erzeugender Baum von G, falls T spannender Teilgraph von G
und ein Baum ist.

Beispiel 1.5 In Beispiel 1.3 ist (vy, v4, v3, Vs, V2, V4, v1) ein geschlossener Kantenzug, aber kein
Kreis. (v, vs, v2,v4,v1) ist ein Kreis. Durch Weglassen z.B. der Kanten (v1,vs) und (ve, vg)
erhélt man einen spannenden Baum des gegebenen Graphen.

Anmerkungen:

1. Die obigen Definitionen von Weg und Kreis lassen sich unmittelbar auf gerichtete Graphen
iibertragen. Man definiert in diesem Fall gerichtete Wege und gerichtete Kreise, d.h. die
Richtung des Weges bzw. Kreises mufl mit der Richtung der Kanten iibereinstimmen.

2. Ein Kantenzug (Weg, Kreis) 148t sich als Folge (vy,...,v,) von Ecken oder als Folge
(é1,...,€,) von Kanten darstellen.

Fiir eine algorithmische Behandlung eines Graphen ist es notwendig, ihn durch eine entspre-
chende Datenstruktur darzustellen. Die naheliegendste Art fiir einen Graphen mit n Ecken ist
die Darstellung durch eine Adjazenzmatriz, d.h. einer (n,n)-Matrix, deren Elemente a;; gleich
1 sind, wenn v; und v; durch eine Kante verbunden sind, und 0 sonst. Bei einem ungerich-
teten Graphen ist die Adjazenzmatrix symmetrisch. Fiir den Digraph aus Beispiel 1.4 ist die
Adjazenzmatrix

—_— o o o
co o
—_— O = =
oo o -



In vielen praktischen Anwendungen sind die Ecken oder die Kanten eines Graphen mit Werten
(oder Gewichten) versehen. Solche Graphen heiflen ecken- bzw. kantenbewertet oder gewichtet.
Die Wertemenge ist hiufig eine Teilmenge von IR. Spezielle Gewichte sind Abstinde zwischen
den Ecken oder Kosten, die entstehen, wenn man auf der entsprechenden Kante fihrt. Das
folgende Beispiel ist ein kantenbewerteter Graph mit zugehoriger bewerteter Adjazenzmatrix.

Beispiel 1.6

U1 U3
(o] (0]
7 9 07003
Vo 7 0 9 3 2
3 2033 A=10 9 0 3 0
03 3 01
32010
(o] (0]
Vs 1 Uy

Anmerkung: Fiir einen gewichteten Graphen G = (V, E) mit Gewichtsfunktion w : E — IR

n—1

und einen Weg (vy, ... ,v,) bezeichnet man Z w(v;, vi11) als Linge des (gewichteten) Weges.

1=1
Die Léngendefinition aus Definition 1.4 ergibt sich mit Gewichten der Grofle 1.

Beispiel 1.7 (Traveling SalesmanProblem (TSP)) Gegeben seien n Stadte und die Abstéinde
zwischen je zwei Stadten. Gesucht ist eine Rundreise minimaler Gesamtlinge. Die symmetrische
(n,n)-Abstandsmatrix (d;;) kann als gewichteter vollstindiger Graph G = ({vi,..., v}, En)
mit E, = {(v;,v;),1 <i < j < n} aufgefait werden. Die Menge F' der zuléssigen Punkte des
Optimierungsproblems ist die Menge aller Kreise mit n Kanten.

Die Planung moglichst kostengiinstiger Versorgungsnetze fiihrt auf

Beispiel 1.8 (Minimal spanning tree (MST)) Sei G z.B. der Graph aus dem vorigen Bei-
spiel. Gesucht ist ein spannender Baum, fiir den die Summe der Kantenldngen minimal ist. Die
Menge der zuldssigen Punkte des Optimierungsproblems ist also

F = {alle spannenden Biume (V, E) mit V = {vy,... ,v,}},
und die Kostenfunktion
C: (V, E) — dij

(’Ui U5 )EE

Die Betrachtung von Transportproblemen in Leitungsnetzen mit vorgegebener Aufnahmekapa-
zitét fithrt auf



Definition 1.5 Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph, s,t € V mit (s,t) ¢ E und es gebe
einen Weg in G von s nach t. Weiter seien c,,c, : E — IR Funktionen mit ¢, < ¢,. Dann
heift N = (s,t,V, E, ¢y, c,) Netzwerk mit der Quelle s und dem Ziel bzw. der Senke t und c,
untere Kapazitit, c, obere Kapazitit von N. Ist die untere Kapazitit nicht angegeben, so ist
sie identisch Null.

Beispiel 1.9 Netzwerk mit unterer Kapazitit ¢, = 0. Die oberen Kapazititen ¢, sind bei den
Kanten angegeben.

Schickt man z.B. durch ein (Rohrleitungs-)Netzwerk von der Quelle zur Senke eine Fliissigkeit,
so sollte innerhalb des Netzwerks nichts verschwinden und nichts dazukommen, d.h. die Menge,
die in einen inneren Knoten hineinkommt, sollte aus ihm herausflieBen. Weiter werden durch
die Kapazititsfunktionen die Mengen, die durch eine bestimmte Kante stromen, nach unten
und oben beschrinkt.

Definition 1.6 Fin Flul in einem Netzwerk N ist eine Abbildung f : E — R (bzw. ein Vektor
des IRIP!) mit

(1) cu(u,v) < f(u,v) < cou,v) fiir jedes (u,v) € E.

(2) Z flu,v) = Z f(v,u) fir allev e V \ {s,t}.

(u,v)eE (v,u)EE
|fl = Z f(s,u) Z f(u, s) heift Wert | f| des Flusses.
(s,u)eE (u,s)€E
Anmerkungen:
(a) Bsgilt [fl= > flut)— > f(t,u).
(ut)eE (tu)EE

(b) Oft wird bei Netzwerken gefordert, daf8 fiir Kanten der Form (u,s) sowie (¢,u) die Ka-
pazititen und damit jeder moégliche Flul Null sind. Dann ist natiirlich der Wert eines

Flusses |f| = Z f(s,u).

(s,u)EE



1.2 Das Problem des kiirzesten Wegs

Definition 1.7 Das Problem, zu jedem gerichteteten, gewichteten Graphen mit Gewichtsfunk-
tion w : E — IR und mindestens zwei Ecken s und t einen gerichteten Weg minimaler Linge
von s nach t zu finden, heifit Problem des kiirzesten Wegs (shortest path problem, SP). s nennt
man wieder Quellknoten, t Zielknoten. Die minimale Linge bezeichnen wir mit d(s,t).

Betrachtet man SP als Optimierungsproblem, dann ist die zuléssige Menge

F ={P = (ej,...,e;,) | P ist ein gerichteter Weg von s nach ¢}

k
und die Kostenfunktion ¢(P) = Z w(ej,).
i=1
Zur Formulierung von SP als LP betrachtet man die (Knoten—Kanten—) Inzidenzmatrix
A=(aj),i=1,...,|V|,j=1,...,|E|, des Graphen G mit

+1 wenn die Kante e; aus dem Knoten v; herausfiihrt

a;; = 4 —1 wenn die Kante e; in den Knoten v; hineinfiihrt
0  sonst

a
€1 ()] €3 €4 €5
i N s | +1 +1 0 0 0
Beispiel 1.10 G S es " A=t o 0 0 -1 -1
a | -1 0 +1 +1 0
© o b| 0 -1 -1 0 +1

b

w(er) = wles) =1, w(ex) = w(esz) =2, wley) = 3.

Wir setzen die unteren Kapazititen Null, die oberen Kapazititen 1 (als triviale Kapazitéiten)
und betrachten einen Weg von s nach ¢ als speziellen Flufl f, der s mit dem Wert 1 verlaf3t
und bei ¢t mit dem Wert 1 ankommt, fiir den also s f = —t' f = 1 gilt. Fiir eine andere Ecke
v; mufl wegen der FluB-Erhaltungs-Bedingung v} f = 0 gelten, und damit ergibt sich insgesamt
fiir einen Weg das Gleichungssystem

Af =(1,-1,0,...,0)7,

wobei die ,1“ zu s und die ,,-1“ zu t gehort. Im Allgemeinen sind die Koeffizienten von f keine
ganzen Zahlen, aber fiir den Flufl mit den geringsten Kosten

min{c" f | Af = (1,—1,0,...,0)", f >0}

existiert eine optimale Losung, in der jedes f; 0 oder 1 ist und so einen kiirzesten Weg von s
nach ¢ in G darstellt.
Weiter sind die |V| Gleichungen des Problems redundant, da die FluBerhaltung an |V| — 1
Knoten die Flulerhaltung am ausgelassenen Knoten sichert. Man kann daher eine Gleichung
(z.B. fiir ) weglassen.



Beispiel 1.10 (Forts.) Weglassen von t ergibt das Tableau:

o, 1 2 2 31
111 1 000
0/-1 0 110
0 0 -1 -1 0 1

Addition der Zeile 1 zur Zeile 2 ergibt die Basis {1,4,5}. Das Starttableau wird so:

-410 -1 0 0 O
1j11 1 0 0 O
110 1 1 10
0|0 -1 -1 0 1

Eine Basis stellt eine Menge von |V| — 1 Kanten dar, von denen eine Teilmenge einem Weg
von s nach ¢ mit den gegebenen Kosten entspricht. Die Kanten, die nicht auf dem Weg liegen,
stellen entartete Komponenten der Basis dar. Im Beispiel stellt die Basis den Weg (ey, e4) mit
den Kosten 4 und die entartete Kante e5 dar.

Beispiel 1.10 (Forts.) Ein Pivotschritt mit £ ergibt das optimale Tableau

-3

O = OO
|

— |

— O OO

O O =IO
[ R S Sy

_—_ o

Dies entspricht dem optimalen Weg (es, e5) mit Kosten 3 und der entarteten Kante e;. Eine
Kante ist zur Basis hinzugefiigt worden und eine andere weggenommen, um einen neuen Weg
mit geringeren Kosten zu finden.

Interpretiert man einen Weg in einem gewichteten Netzwerk als Fahrroute, wobei die Linge
einer Kante den Kosten entspricht, dann sind auch negative ,Lingen“ moglich (z.B. bei Fahrten
mit Gewinn). Ein kiirzester Weg von s nach ¢ gibt dann eine Fahrtroute mit maximalem Gewinn
an. Erweitert man die moglichen Fahrtrouten auf Kantenziige und gibt es in dem Netzwerk
Kreise negativer Linge, dann gibt es keine optimale Losung.

Beispiel 1.11 In dem Graph

oUs
iR
o 1 v -4 v 1 s
gibt es zwischen v; und v, nur einen Weg, und dieser hat die Liinge -2, d.h. es gilt d(vy, v4) = —2.

Andererseits gibt es unendlich viele Kantenziige von v; nach v, mit den Lingen -2, -8, -14,...



Wir beschrinken uns hier auf gerichtete Netzwerke ohne Kreise negativer Linge.

Der folgende Algorithmus behandelt nur gerichtete Graphen G = (V, E) mit nichtnegativer
Gewichtsfunktion w : £ — IR und bestimmt zu einem beliebigen festen v € V' die Lénge eines
kiirzesten Weges von v zu jedem anderen v € V. O.B.d.A. sei der Graph vollstindig, d.h. fiir
jedes u,z € V ist (u,z) € E (setze gegebenenfalls wy, := w(u,z) = 00).

Fiir W C V und z € V bezeichne py (x) die Lénge des kiirzesten Weges von v nach z, der nur
Punkte aus W als Zwischenpunkte benutzt. Dies wird sukzessive bestimmt durch

Algorithmus 1.1 (Dijkstra)
Eingabe: Ein gerichteter Graph G = (V, E) mit Gewichtsfunktion w: E — IR, v € V.
Ausgabe: Die Lange der kiirzesten Wege von v zu den iibrigen Knoten.
begin
W = {v}; pw(v) := 0;
for all y € V' \ {v} do pw (y) := wyy;
while W # V do

begin
finde z mit pw (z) = min{pw (y) [y € V\ W}
W =W U{z};
for allye V\W do
begin

pw (y) := min{pw (y), pw (%) + way};

end;

end;

end.

Satz 1.1 Dijkstras Algorithmus bestimmt die Linge der kiirzesten Wege von v zu den ibrigen
Knoten korrekt.

Beispiel 1.12

3] 0 2 oo o 1 o©
2 2 oo 0 3 oo 3
v 3 2 ¢ Adjazenzmatrix A = %0 00 02 00 o0
oo oo x 0 oo ™
1 5
\ ) / © oo oo oo 0 1
é—» e oo oo 2 5 oo 0

0) W ={v}, p(v) =0;
p(d) =1, pla) =2, p(b) = p(e) = p(c) = oo.
(1) Markiere d. W = {v,d}, p(v) =0, p(d) =1;
ple) =1+1, p(a) =2, p(b) = p(c) = occ.

(2) Markiere e. W = {v,d, e}, p(v) =0, p(d) =1, ple) =2;
p(b) =242, p(c) =2+5, pla) =2.



(3) Markiere a. W = {u,d,c,a}, p(v) =0, pd) =1, p(e) =2, pla) = 2
p(b) = min{4,2+3} =4, p(c) =T.

(4) Markiere b. W = {v,d, e,a,b}, p(v) =0, p(d) =1, p(e) =2, pla) =2, p(b) = 4;
p(c) = min{7,4+ 2} = 6.

Somit gilt d(v,v) =0, d(v,d) =1, d(v,c) = d(v,a) =2, d(v,b) =4, d(v,c) = 6.
Aufwand des Algorithmus: Fiir |[V| = n erfordert die Initialisierung n + 1 Operationen. Die

Schleife wird n — 1 mal durchlaufen und erfordert jeweils O(n) Operationen. Damit ist der
Gesamtaufwand O(n?) Operationen.

Bei negativen Kantenbewertungen arbeitet der Algorithmus von Dijkstra i.a. nicht mehr kor-
rekt:

Beispiel 1.13 Der folgende Graph hat zwar einige Kanten mit negativer Bewertung, aber keine
Kreise negativer Linge.

Vs -1 U1 3 V2

o] o] (o]
-1 6 —4 |4

Oy -3 Vs

Der kiirzeste Weg von v; nach vy ist (vy, vg, v3,v4) mit Linge 4. Der Algorithmus von Dijkstra
liefert als kiirzesten Weg die Kante (v, v4) mit Lénge 6.

Der folgende Floyd—Warshall-Algorithmus arbeitet auch mit negativen Gewichten und erkennt
Kreise negativer Linge. Er berechnet die Abstidnde aller Knoten gleichzeitig.

Gegeben sei ein gerichteter gewichteter Graph G = (V, E) mit Knoten v, . .. , v, und Gewichts-
funktion w : E — IR. Weiter setzen wir w(v;,v;) :== 0, 1 <4 < n, und w(v;,v;) := oo, falls
(vi,vj) € E. Fiir einen Kantenzug w = (v1,... ,v,) in G sei [(w) die Lénge von w.

Man kann die Matrix W = (w(vi,vj)> als Abstandsmatrix auffassen, wobei nur Kantenziige

zugelassen sind, die aus einer Kante bestehen. Wir geben nun eine Operation an, die zu einer
gegebenen Abstandsmatrix und einem festen Knoten v; eine Abstandsmatrix berechnet, bei
der die vorherigen Kantenziige ausgedehnt werden auf Kantenziige, die v; enthalten.

Definition 1.8 Sei D = (d;;) € R™™", j € {1,...,n} fest. Eine Dreiecksoperation auf D
beziiglich j ist definiert durch

=
! d;x. ~ sonst

;o {min{dik, dij + djk} fiir alle i,k € {1, . ,n} \ {j}



Beispiel 1.14

'1)10 2 O’UQ
0 oo oo 1
. 2 0 1 oo
¢ ! 4! mit (dij) = o oo 0 o0
oo —4 3 0
’U4043>0U3
0 -3 4 1
2 0 1 o
: . . - . I .
Dreiecksoperation fiir j = 4 ergibt (d;;) = o oo 0 oo
oo —4 3 0

Bei dem folgenden Algorithmus wird das Minimum der Lénge aller Kantenziige von einem Kno-
ten v zu einem Knoten u berechnet. Das stimmt mit der Lénge des entsprechenden kiirzesten
Weges iiberein:

Satz 1.2 Sei G = (V, E) ein gerichteter gewichteter Graph. Ezistiert in G ein geschlossener
Kantenzug negativer Linge, so existiert in G ein Kreis negativer Linge.

Satz 1.3 Sei G = (V, E) ein gerichteter gewichteter Graph, der keinen Kreis negativer Linge
enthdlt. Dann gilt fir jeden Kantenzug w = (v1,...,v,) l(w) > d(v1,vg).

Nach einer endlichen Zahl (n) von Dreiecksoperationen, ausgehend von der Abstandsmatrix fiir
Kantenziige mit einer Kante, erhilt man entweder einen Kreis mit negativer Linge oder eine
Matrix, deren Elemente die Lénge der kiirzesten Wege zwischen je zwei Knoten angeben:

Satz 1.4 Sei G = (V, E) ein gerichteter gewichteter Graph mit Knoten vy, ... ,v, und D© =
(dij) die Abstandsmatriz zu G wie vor Definition 1.8. Fir k = 1,...n sei D®) = (dff)) das
Ergebnis der Dreiecksoperation beziiglich k, angewandt auf D*~V. Dann gilt:

(k)

(a) Es gibt einen Kreis negativer Linge genau dann, wenn d;;’ < 0 fir ein i und ein k gilt.
(b) Gilt dgf) > 0 fir alle © und k, so st dg;-c) die Linge des kiirzesten Weges von v; nach vj,
wenn nur Wege zugelassen sind, die als Zwischenknoten nur Elemente aus {vy,... v}

benutzen.

Zur Bestimmung der zugehdrigen Wege mit kiirzester Linge dienen Matrizen (eg-c)), 1<k <n,
in der fiir den kiirzesten Weg von v; nach v; mit moglichen Zwischenknoten aus {v1, ..., v},

falls es einen solchen gibt, die Nummer des letzten Zwischenknotens eingetragen wird.

Algorithmus 1.2 (Floyd—Warshall)

Eingabe: Eine (n,n) Abstandsmatrix (dg?))
Ausgabe: Feststellung eines Kreises negativer Linge oder die Abstandsmatrix d;; des vollstdndigen
Graphen, sowie fiir jedes v;, v; die htchste Nummer der Zwischenknoten auf dem kiirzesten Weg von

v; nach v;
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begin
for all 7 do

for all 5 do
begin

d;i == d9: e =i dy = 0;

J ij 0 ©ig y Ugg )

end;
Negativer_Kreis := ‘Nein’;
J=1
while (Negativer_Kreis = ‘Nein’) and j < n do
begin

for k=1to n do
for [ =1to ndo

begin
if dy; > di; + dj; then
begin
dgy = dyj + dji;
€kl = €513
if (k =1) and dix < 0 then Negativer_Kreis := ‘Ja’;
end;
end;
ji=3+1
end;
end.

Beispiel 1.14 (Forts.)

0 o0 oo 1 1111
(0) 2 0 1 o oy _ |2 2 2 2
@)= o 0 o ()=13 3 3 3
oo —4 3 0 4 4 4 4
0 oo oo 1 1111
oy, |2 0 1 3 Wy, 122 21
@)= o 0 oo (i) =133 3 3
o —4 3 0 4 4 4 4
0 o0 oo 1 1111
@y _| 2 0 1 3 @y _[2 2 2 1
@)=l % % 0 o (i)=13 3 3 3
-2 -4 -3 -1 2 4 21

dﬁ) = —1 zeigt an, daf} es einen Kreis mit Ecke v, negativer Lange, ndmlich —1, gibt. Den Weg

(2) _

selber erhidlt man aus (6(2)) durch Riickverfolgung der Ecken. Aus e,, = 1 ergibt sich v, aus

(%]
2 2 . . .
efu) = 2 19, aus efu) = 4 wieder v4, d.h. insgesamt der Kreis v vov10;.
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Abschétzung des Aufwands fiir den Floyd-Warshall-Algorithmus: Die beiden ,for“—Schleifen
erfordern einen Aufwand von O(n?), die ,,while“~Schleife wird hichstens n Mal durchlaufen.
Damit ist der Gesamtaufwand O(n?).

1.3 Minimal spannende Biume

Definition 1.9 (MST) Sei G = (V, E) ein (kanten-)bewerteter zusammenhdngender unge-
richteter Graph, B ein spannender Baum. Die Summe der Bewertungen der Kanten von B
heifst Kosten oder Linge des Baums . B heif$t minimaler spannender Baum, falls kein anderer
spannender Baum B' von G mit geringeren Kosten ezistiert.

Anmerkungen:

(1) MST hat i.a. keine eindeutige Losung, wie das folgende Beispiel zeigt. Haben in einem
Graph alle Kanten gleiche Lange (d.h. ist die Gewichtsfunktion konstant), dann ist jeder
spannender Baum minimal.

(2) Ein nicht zusammenhéngender Graph zerfillt in endlich viele Zusammenhangskomponen-
ten G; = (V;, E;), 1 <1 < k. Ist B; = (V}, E}) ein spannender Baum von G;, 1 < i <k,
dann heifit F' = |J{B;;1 < i < k} spannender Wald von G. Das Problem der Suche nach
einem spannenden Wald fiir einen nichtzusammenhéngenden Graphen 16st man durch die
Suche nach einem minimalen spannenden Baum fiir jede Zusammenhangskomponente.
Wir werden uns zunéchst auf zusammenhéingende Graphen beschrianken.

(3) Die Kantenléngen (bzw. -gewichte) kann man durch Eintrége in eine symmetrische (|V|, |[V|)~
Matrix beschreiben. Erginzt man wieder fiir fehlende Kanten beziiglich des vollsténdigen
Graphen mit gleicher Eckenmenge die Matrix mit den Werten co, dann kann man sich
auf Betrachtung vollstindiger Graphen beschrinken.

Beispiel 1.15 Graph mit zwei verschiedenen minimalen spannenden Biumen:

V3 on
7
2
vid 1 2 y 2 1 2 1 2 2
1 5 tad 1 4 1 X
V2 2 Vg 9

Grundlage der folgenden Algorithmen zur Losung von MST ist
Satz 1.5 Sei G = (V, E) ein kantenbewerteter zusammenhdingender Graph mit Gewichtsfunkti-

onw:E —IR,UCV, (u,v) € Emitu € U,v¢U undw(u,v) =min{w(z,y) |z € U,y ¢ U}.
Dann existiert ein minimaler spannender Baum, der (u,v) enthdlt.

12



Der Satz ermoglicht folgenden Algorithmus von Prim:

Algorithmus 1.3 (MST1)
Eingabe: V = {vy,... ,v,} und die Absténde ¢;j;
Ausgabe: Ein minimaler spannender Baum (V,T)
begin
(* Initialisierung *)
U:=A{v};
T := (;
for all v € V' \ {v1} do Néchster[v] := vy;
while U # V do
begin
(* Finde die zu U benachbarte Ecke *)
min := oc;
for allv e V\U do
begin
if w(v,Néchster[v]) < min then
begin
min := w(v,Néchster[v]);
Neue_Ecke := v;
end;
end;
U := UU Neue_Ecke;
T :=T U { (Neue_Ecke, Nichster[Neue_Ecke]) };
(* Néchster aktualisieren *)
for all v e V\ U do
begin
if w(v, Néchster[v])> w(v, Neue_Ecke) then Néichster|[v] := Neue_Ecke;
end;
end;
end.

Das Datenfeld Ndichster dient zur Suche der kiirzesten Kante, die U verldfit. Fiir jede Ecke
v € V \ U gibt Ndichster[v] an, welche Ecke von U am n#chsten zu v liegt. Daher mufi man
zum Auffinden der kiirzesten Kante, die U verldfit, nur die kiirzeste Kante unter den Kanten
(v,Ndéchster[v]),v ¢ U, bestimmen.

Satz 1.6 Der Algorithmus MST1 list MST in einer Zeit O(|V|?).

Beispiel 1.15 (Forts.) Durchfiihrung des Algorithmus ergibt:

o o o
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1 ° 1 X

MST1 ist i.a. bestmdglich, da fiir MST jede Kante betrachtet werden mufl. Fiir Graphen mit
wenigen eigentlichen Kanten, d.h. w(u,v) = oo fiir viele Kanten (u,v) € E des zugehorigen
vollstdndigen Graphen, 148t sich MST1 verbessern.

Folgender Algorithmus MST2 (Kruskal Berge) beginnt mit dem Graph (V,0), d.h. mit n = |V/|
Zusammenhangskomponenten. Bei jedem Schritt wird jeder Komponente eine Kante minimaler
Linge zugeordnet, die die Komponente , verlafit“, d.h. eine Ecke liegt in dieser Komponente,
die andere nicht. Zum Abschlufl des Schrittes werden diese Kanten in den Graph eingefiigt.
Dadurch wird die Anzahl der Komponenten verringert (mindestens halbiert). Der Algorithmus
bricht ab, wenn der entstandene Graph zusammenh#ngend ist.

Algorithmus 1.4 (MST2)
Eingabe: Ein zusammenhéingender Graph G = (V, E) und fiir jedes (u,v) € E ein Abstand w(u,v).
Ausgabe: Ein minimaler spannende Baum (V,T') von G.
begin
(* Initialisierung; C ist die Menge der Zusammenhangskomponenten von (V,T') *)
T:=0; C:={{n1},... ,{vn}};
while |C| # 1 do
begin
for all S € C do min[S] := oc;
for all (u,v) € E do
begin
Su, Sy := Komponenten, die v und u enthalten;
if S, # S, then

begin
if w(u,v) < min[S,] then
begin
min[Sy] = w(u,v);
Kiirzester[Sy] := (u,v);
end;
if w(u,v) < min[S,] then
begin
min[Sy| := w(u,v);
Kiirzester[S,]| := (u,v);
end;
end;
end;
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for all S € C do T :=T U { Kiirzester[S] };
finde die Menge C der Zusammenhangskomponenten von (V,T);
end;
end.

Satz 1.7 MST2 lost MST fiir (V, E) und w in einer Zeit O(|E|log|V]).

Beispiel 1.15 (Forts.) Betrachtet man die Kanten in der Reihenfolge (v1, vs), (v1,v3), (v2, v3),
(v2,v4), (va,vs), (v2,v6), (v3,04), (Va,vs5), (v4,vs), (vs,v6), dann ergibt die Durchfiihrung des
Algorithmus:

Anmerkung: Man kann die Kanten zu Beginn des Algorithmus nach ihrer Linge sortieren.
In vielen Féllen miissen dann nicht in jeder Stufe alle Kanten betrachtet werden. Enthélt aber
jeder minimale spannende Baum eines Graphen G eine lingste Kante von G, dann wird durch
die Sortierung nichts gewonnen.

Wir suchen nun spannende Baume (d.h. Teilgraphen mit méoglichst wenigen Kanten), deren
Gesamtlange maximal ist:

Definition 1.10 (MWF) Sei G = (V, E) ein (kanten-)bewerteter ungerichteter Graph mit
positiver Gewichtsfunktion w > 0, F ein kreisfreier Teilgraph. F heifst Wald mit maxima-
lem Gesamtgewicht w(F) = " .rw(e), falls kein anderer kreisfreier Teilgraph F' von G mit
groflerem Gesamtgewicht existiert.

MWEF ist eng mit MST verwandt. Sei G zunéchst zusammenhéngend. Wegen w;; := w(v;, v;) >
0 fiir alle v;,v; € V, @ # j, ist ein Wald mit maximalem Gesamtgewicht dann ein spannender
Baum von G. Sei jetzt

W = max{w;;,1 <1i,j < |V|} und cij =W —w;; fiirallel <i,7 <|V].
Dann ist ¢(B) fiir jeden spannenden Baum B mit dem Gesamtgewicht w(7") durch
w(T) = (V] - 1DW —¢(T)

verkniipft. B hat maximales Gesamtgewicht beziiglich w genau dann, wenn B minimal beziiglich
¢ (d. h. ein MST) ist.

Fiir unzusammenhingendes G betrachtet man G als Vereinigung der Zusammenhangskompo-
nenten:
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Satz 1.8 Sei G = (V, E) ein Graph mit den Zusammenhangskomponenten Si, ... ,Sg. Weiter
sei fir jedes i € {1,...,k} B; ein spannender Baum mit mazimalem Gewicht. Dann ist die
Vereinigung | J{B;; 1 < i < k} ein Wald mit mazimalem Gewicht.

Das Gegenstiick zum Satz 1.5 fiir das MWF-Problem ist:

Satz 1.9 Sei G = (V, E) ein kantenbewerteter Graph mit positiver Gewichtsfunktion w: E —
R, U CV, (u,v) € E mitu € Uyv ¢ U und w(u,v) = max{w(z,y) | x € U,y ¢ U}. Dann
existiert ein mazimaler spannender Wald, der (u,v) enthdlt.

Damit ergibt sich fiir MWF der folgende ,natiirliche“ Algorithmus:

Algorithmus 1.5 (Der gierige Algorithmus)
Eingabe: G = (V, E) mit einer positiven Gewichtsfunktion w;;;
Ausgabe: Ein Wald F' mit maximalem Gesamtgewicht;
begin
F := (;
C:={{n},... ,{vn}}
while E # () do
begin
(u,v) Kante maximalen Gewichts in F;
E:=E\{(u,v)};
if 4 und v sind nicht in derselben Komponente von (V, F') then
begin
F:=FU{(u,v)};
fasse die Komponenten von % und v zusammen;
end;
end;
end.

Beispiel 1.16

(% 4
2
7
3
vw{ 8| 7 7 — 81 7
8

8 4 Uy S 2

V2 7 Ve 7

Der gierige Algorithmus schnappt also stets einfach nach dem grofiten erreichbaren Brocken.
Trotzdem 16st er das Problem:

Satz 1.10 Der gierige Algorithmus ldst das MWF—Problem.
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1.4 Maximale Fliisse und der Algorithmus von Ford—Fulkerson

Definition 1.11 Die Aufgabe, zu jedem Netzwerk N = (s,t,V, E, c,) mit n = |V| Knoten und
m = |E| Kanten den Flufi f € R™ mit mazimalem Wert zu finden, heifft Problem des grofiten
Flusses (max flow problem, MFP) .

Beispiel 1.17 Netzwerk mit n = 4 Knoten, m = 5 Kanten und ¢,(e;) =1,i=1,...,5.

Ein maximaler Flufl hat den Wert 2.

Wir haben bei der Behandlung von Beispiel 1.10 das Problem des kiirzesten Weges mit Hilfe
der Inzidenzmatrix in ein Flu-Problem umgewandelt und dieses als LP-Problem gel6st. Analog
ergibt sich die Formulierung des MaximalfluBproblems als LP:

Gegeben sei das Netzwerk N = (s,t,V, E, ¢,). A sei die Inzidenzmatrix des Graphen. Dann ist
ein s—t—Flufl f mit Wert v = |f| gegeben durch die Restriktionen

-1, i1=s
Af+dv=0, 0<f<ec, mit de€IR", d;=<+1, i=t.
0, sonst

v 1St zu maximieren.

Entfernt man aus einem Fluf-Netzwerk geniigend viele Kanten, dann liegen Quelle und Senke
in verschiedenen Zusammenhangskomponenten, ein Flufl von der Quelle zur Senke ist also nicht
mehr moglich. Existierte vorher ein Fluf}, dann muf3te sein Wert vollsténdig durch die entfernten
Kanten geflossen sein, er kann also nicht grofler als die Gesamt—Kapazitit der entfernten Kanten
sein.

Definition 1.12 (a) Sei V eine beliebige nichtleere Menge. (S, T) heifit Partition von V,
wenn S, T CV,SUT =V und SNT = 0.

(b) Sei(s,t,V, E, cy) ein Netzwerk. Eine Partition (S, T) von V heifst (s—t—)Schnitt des Netz-
werks, wenn s € S undt €T.

(c) C(S,T) = Z Co(vi,v5)  heift Kapazitdt des Schnittes (S, T).

('U,' ,Uj)EE,
v;€S,v; €T
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Lemma 1.1 Sei N = (s,t,V, E, ¢c,) ein Netzwerk, (S,T) ein Schnitt und f ein Flufs. Dann gilt

fl= Y fanv)— D flu,v).

(Ui,’l)j)EE, (W,’Uj)EE,
v, €S,v; €T v €T, v;€S

Insbesondere ist | f| < C(S,T).

Wir wollen nun Kriterien fiir einen maximalen Fluf3 entwickeln.

Definition 1.13 Gegeben sei ein Netzwerk N = (s,t,V, E,c,) und ein (zuldssiger) s—t—Flufs
f. Weiter sei w = (s = v, v1,... ,v, =) ein ungerichteter s—t—Weg.

(a) Eine Kante (v;_1,v;) von w mit (vi—1,v;) € E heifft Vorwirtskante von w, eine Kante
(vie1, ;) von w mit (v;,v;_1) € E heifft Rickwirtskante von w.

(b) Gilt fir jede Vorwdrtskante e vonw  f(e) < c,(e) und fir jede Rickwdrtskante f(e) > 0,
dann heifit w zunehmender Weg (beziiglich f ).

Beispiel 1.18 Bei jeder Kante e wird durch x|y die (obere) Kapazitéit c,(e) = z und der
Flul f(e) = y bezeichnet.

a0,
217 10 21 Rlo N0
s 200 F 10 e 201 ™
S~ 10| 1[0 1040

2l (I

Ein zunehmender Weg ist (s, ¢, e, a, d, ).

Satz 1.11 FEin Fluf f auf einem Netzwerk N = (s,t,V, E,b) ist genau dann mazimal, wenn
es keinen bzgl. f zunehmenden Weg gibt.

Beispiel 1.18 (Fortsetzung) Fiir das angegebene Beispiel ist d = 1.
Korollar 1.1 FEin Fluf f auf einem Netzwerk N ist genau dann mazimal, wenn |f| = C(S,T)

gilt, wobei S die Menge aller von s aus auf einem zunehmenden Weg erreichbaren Punkte sei.

Bei Beispiel 1.10 waren die Kapazitéten ganzzahlig, ndmlich 1, und es wurde ein optimaler Fluf}
gesucht. Dieser mufl nicht unbedingt ganzzahlig sein. Es gilt aber
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Satz 1.12 Ist N ein Netzwerk mit nur ganzzahligen Kapazititen, dann gibt es einen ganzzah-
ligen mazximalen Fluf$ auf N.
Fiir den Zusammenhang zwischen den Schnitten und den Fliissen ergibt sich

Satz 1.13 (Maximalflu—Minimalschnitt) Der mazimale Wert der Fliisse auf einem Netz-
werk N st gleich der minimalen Kapazitit der Schnitte in N.

Beispiel 1.18 (Forts.)

a1y
~
227401 o e N2

e
A BN ST IS S T DN

/V

P
) 1|1l S
C/— — ]J-]'— —f

Ein minimaler Schnitt ist z.B. (S, 7T") mit S = {s, b, ¢}. Die Kapazitéit des Schnitts und der Wert
des angegebenen Maximalflusses ist 5.

Bemerkungen:

(1) In der Praxis spielen irrationale Kapazitidten in Netzwerken keine Rolle, da im Computer
nur rationale Zahlen darstellbar sind.

(2) Die Sétze 1.12 und 1.13 liefern einen Algorithmus, der einen Flufl mit maximalem Wert
findet. Fiir ganzzahliges ¢, ist dieser Fluf§ (und natiirlich sein Wert) sogar ganzzahlig.

(3) Die Sétze machen keine Eindeutigkeitsaussage, d.h. es kann mehrere Fliisse mit maxima-
lem Wert geben. Fiir ganzzahliges ¢, ist mindestens einer von ihnen ganzzahlig.

Satz 1.11 legt folgenden Algorithmus nahe, bei dem fiir einen vorliegenden Flufl entweder ge-
zeigt wird, dafl er maximal ist, oder ein zunehmender Weg konstruiert wird, mit dessen Hilfe ein
groferer Flufl gefunden werden kann. Dazu werden die Ecken sukzessive, beginnend mit s, mit
einer dreistelligen Markierung versehen: Die erste Markierung m; (w) gibt die Vorgéingerecke auf
einem méglichen zunehmenden ungerichteten Weg an, die zweite Markierung mo(w) € {+, —},
ob die Kante (w, m;(w)) eine Vorwirts- oder Riickwirtskante ist, und die dritte Markierung
d(w), um welchen Anteil der Flu§ entlang dieser Kante verindert werden kann, um den Ge-
samtflufl zu verbessern. Weiter werden in einer , LISTE“ die Ecken aufgefiihrt, die selbst schon
markiert wurden, aber nicht schon zur Markierung weiterer Ecken benutzt wurden.
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Es ergibt sich folgende Grobstruktur:

e Initialisierung mit f = 0. Markiere s durch my(s) = s, ma(s) = —, d(s) = oo, LISTE=

{s}-
e Losche die Markierungen aller Ecken aus V' \ {s}.

Markiere alle méglichen Ecken, ausgehend von s. Losche dabei jeweils die Ecke aus ,,LI-
STE“, von der aus markiert wird, und erweitere ,, LISTE“ um die Ecken, die neu markiert

wurden.

Kann keine weitere Ecke mehr markiert werden und ist ¢ nicht markiert, dann gibt es
keinen zunehmenden Weg von s nach ¢, d.h. der Fluf} ist maximal, und der Algorithmus

bricht ab.

e Rekonstruiere den zunehmenden Weg.

e Erhohe den Flufl entlang des zunehmenden Weges und fahre mit Schritt (2) fort.

Algorithmus 1.6 (Ford—Fulkerson)
Eingabe: Ein Netzwerk N = (s,t,V, E, ¢,)
Ausgabe: Ein maximaler Fluf} f in N
begin

f :=0; (* FluB initialisieren *)

mi(s) :=s; mo(s) :==—; d(s):=o00; LISTE= {s}; (* Quelle initialisieren *)

for v e V'\ {s} do
begin
(* Suche fiir zunehmenden Weg initialisieren *)
mi(v) :=0; meo(v):=0; d(v):=o0;
end;
repeat
(* Markierung der Ecken *)
begin
for v € LISTE do
begin

(* Ecke markiert, aber noch nicht zur Markierung weiterer Ecken verwendet *)

LISTE = LISTE \{v};
for w € V mit m;(w) =0 do
(* Suche nach neu zu markierenden Ecken *)
begin
if (v,w) € E und f(v,w) < ¢o(v,w) then
(* Vorwirtskante *)
begin
d(w) := min{c,(v,w) — f(v,w),d(v)}; mi(w) = v;
LISTE = LISTE U{w};
end;
else if (w,v) € E und f(v,w) > 0 then
(* Riickwértskante *)
begin
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dw) = min{f (w,0),d®)};  m1(w) = v;  mo(w) == —
LISTE = LISTE U{w};
end;
end;
if m1(t) # 0 then
(* Rekonstruktion des zunehmenden Weges und Vergréferung des Flusses *)
begin
w:=t; d:=d(t);
while w # s do

begin
v :=mq(w);
if mo(w) = + then f(v,w) := f(v,w) + d else f(w,v) := f(w,v) — d;
w = v;

end;

for v e V'\ {s} do

begin

(* Suche fiir zunehmenden Weg initialisieren *)
mi(v) :=0; ma(v):=0; d(v):=o00; LISTE = {s};
end;
end;
end;
until LISTE = §;
end;

Beispiel 1.19 Fiir das Netzwerk

ergibt sich als maximaler Fluf}

Aus dem Beweis fiir Satz 1.11 folgt

Satz 1.14 Fiir ein Netzwerk mit rationalen Kapazititen bricht der Ford—Fulkerson—Algorithmus
mit einem zugehdrigen optimalen Fluf$ ab.
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Der Algorithmus von Ford—Fulkerson hat in seiner urspriinglichen Version Nachteile:

Im Falle irrationaler Kapazititen kann er bei ungeschickter Auswahl der Knoten aus LISTE
versagen. Es gibt ein Beispiel (ohne Beweis), dafi das Verfahren nicht nur nicht abbricht, sondern
gegen einen Wert konvergiert, der nur 1/4 des maximal méglichen Fluiwertes betrégt.

Selbst im Fall ganzzahliger Kapazitédten ist der Algorithmus nicht polynomial, da die Anzahl
der vorzunehmenden Anderungen des Flusses nicht nur von |V| und |E|, sondern auch von c,
abhéngen kann:

Beispiel 1.20 Wihlt man in dem Netzwerk

abwechselnd als zunehmende Wege (s, a,b, e, f,t) und (s,d,e,b,c,t), (was bei geeigneter An-
ordnung der Ecken bei der Auswahl aus LISTE moglich ist,) so wird der Fluiwert in jedem
Schritt nur um 1 erhéht und man benétigt insgesamt 2n Iterationen. Andererseits erhélt man
bei geschickter Wahl der Wege, z.B. mit (s, a,b, c,t) und (s,d, e, f,t), den maximalen Fluf} in
nur zwei Durchldufen.

Betrachtet man aber LISTFE nicht als Menge, sondern als Warteschlange, d.h. es wird die Ecke
v ausgewahlt, die als erste aufgefiihrt ist, und die neuen Ecken werden am Schlufl angefiigt,
dann wird immer ein Vergréflerungsweg minimaler Linge ausgewéhlt und der Algorithmus ist
auch fiir irrationale Kapazitéiten polynomial:

Satz 1.15 (Edmonds, Karp) Betrachtet man LISTE im Algorithmus von Ford-Fulkerson
als Warteschlange, dann hat der Algorithmus 1.6 Komplezitit O(|V||E|?).

Bemerkung: Fiir Netzwerke mit n Ecken und m Kanten, die dicht sind, d.h. fiir die m = O(n?)
gilt, hat der Algorithmus Komplexitit O(n®). Ein von Dinic eingefiihrter und weiterentwickel-
ter Algorithmus betrachtet geeignete Hilfsnetzwerke und vergroflert die Fliisse nicht nur auf
einzelnen Wegen, sondern auf dem gesamten Netzwerk, und hat Komplexitit O(n?), ist also
fiir dichte Netzwerke effizienter.

1.5 Kostenminimale Fliisse

Wir betrachten nun allgemeinere Netzwerke N = (s,t,V, E, ¢y, c,) mit zusétzlicher unterer
Kapazititsfunktion ¢, < ¢, und einer weiteren , Kostenfunktion“ v : £ — IR und suchen
optimale Fliisse.
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Definition 1.14 Die Aufgabe, zu jedem Netzwerk N = (s,t,V, E, ¢y, c,) mit ¢, < ¢, und ei-
ner Kostenfunktion v : E — R einen Fluf f mit Wert w und minimalen Kosten v(f) :=
Z’y ) (d-h. mit v(f) < y(f") fiir alle anderen Fliisse mit Wert w,) zu finden, heifst

eckE
Problem der Bestimmung eines kostenminimalen Flusses (min cost flow problem).

Als LP-Problem formuliert, ergibt sich mit der Inzidenzmatrix A und der iiblichen Funktion
deR"

-1, i=s
miny' f, Af+wd=0, ¢, <f<c,, mit d; =441, i=t1.
0, sonst

Quelle und Senke hatten bei einem Flufl eine Sonderrolle, da fiir diese Ecken die Durchlaufbe-
dingung i.a. nicht erfiillt war. Wir verallgemeinern:

Definition 1.15 Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph mit Kapazititsfunktionen c, und c,,
Cy < ¢,. Fine Abbildung f : E — IR heifit Zirkulation, wenn sie der Erhaltungsbedingung

vau quv fiir allev e 'V

(vyu)eE (u,v)EE
gentigt. Die Zirkulation heifit zuldssig, wenn gilt
cu(e) < fle) < cole) fiir alle e € E.

Ist durch v : E — IR eine Kostenfunktion gegeben, dann heifit die Zirkulation optimal oder
kostenminimal, wenn y(f) < v(f') fiir alle zulissigen Zirkulationen f' gilt.

Beispiele:

(1) Wir betrachten das Problem des maximalen Flusses und ein Netzwerk N = (s,t,V, E, ¢,)
mit einem Flufl vom Wert w( f). Wir erweitern G durch die gerichtete Kante (¢, s) (,, Riick-
kehrkante“) zum gerichteten Graphen G' = (V, E’) und setzen ¢, und f durch

¢, =0 in@, Colt, 8) 1= 00, f(t,s) :=w(f)
auf G’ fort. Mit der Kostenfunktion
v:E'"—= IR mity(ts):=—-1, 7(e):=0 sonst

ist f genau dann eine kostenminimale zuléssige Zirkulation auf G’, wenn der urspriingliche
Fluf} auf G maximal ist.

(2) Fiir Netzwerke mit unterer Kapazitidtsfunktion setzt wir ¢, durch ¢,(t, s) := 0 auf G’ fort.
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(3) Beim Problem der Bestimmung eines kostenminimalen Flusses mit Wert w setzt man
cu(t, s) :=¢,(t,s) == wund 7(t, s) := 0. Eine zuldssige Zirkulation entspricht dann einem
Flufl mit Wert w und eine optimale Zirkulation ist Fortsetzung eines kostenminimalen
Flusses.

(4) Es muf} nicht unbedingt eine zuléssige Zirkulation existieren, wie folgendes Beispiel zeigt.
Bei jeder Kante sind durch ¢,|c, die Kapazititen angegeben.

b

2|3 0|1

12

Fiir ein Existenzkriterium fiir zuléssige Zirkulationen erweitern wir den zugrundeliegenden Gra-
phen zu einem Netzwerk:

Satz 1.16 Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph mit nichtnegativen Kapazititsfunktionen c,
und ¢,, ¢y < ¢,. Sei N := (s,t, V', E' ) folgendes Netzwerk:

V=V U{s,t}, E' :=EU{(s,v);v e V}U{(v,t);v eV},
d(e) :==c,(e) — cyle)  fiir allee € E,
d(s,v) = Z cu(u, ) und d(v,t) := Z cu(v,u)  fir allev € V.

(uv)EE (v,u)eE

Weiter sei w = Z cy(€). Dann gilt: Es gibt auf G eine zulissige Zirkulation genau dann, wenn

eckE
ein mazimaler Flufl auf N den Wert w hat.

Wir verallgemeinern die Begriffe ,,Schnitt® und ,,Kapazitit eines Schnittes® auf beliebige ge-
richtete Graphen:

Definition 1.16 Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph mit nichtnegativen Kapazititen c, und
Coy Cy < Co. Fine Partition (S,T) von V heifit Schnitt und

c(S,T) := Z Cou,v) — Z cu(u, v)

(uw)EE (u,v)EE
ueSweT ueT wes

Kapazitit des Schnittes.

Analog zu Satz 1.13 ergibt sich
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Satz 1.17 Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph mit nichtnegativen Kapazititen c, und c,,
cu < ¢o. Es gibt eine zuldssige Zirkulation auf G genau dann, wenn jeder Schnitt (S,T) von G
nichtnegative Kapazitit hat, d.h. wenn stets

Z Co(u,v) > Z cu(u,v).

(u,v)EE (u,v)EE
ueS,weT ueTweSs

Zur Konstruktion einer kostenminimalen zuldssigen Zirkulation benétigen wir folgende Hilfs-
konstruktion.

Definition 1.17 Sei G = (V, E) ein gewichteter Graph, ¢, und c, mit ¢, < ¢, Kapazititsfunk-
tionen, v eine Kostenfunktion und f eine zuldssige Zirkulation f in G.

FEine Kante (u,v) € E mit f(u,v) < co(u,v) heifft Vorwirtskante, eine Kante (u,v) € E mit
f(u,v) > cy(u,v) heifft Riickwértskante. Dann heifit G'(f) = (V, E') mit

E' = {(u,v); (u,v) Vorwirtskante} U {(v,u); (u,v) Rickwirtskante}

heifst VergréfBerungsgraph. Kostenfunktion und Kapazitatsfunktionen werden definiert durch

~ (u, ) = v(u, v) L =0, d(uv) = Co(u,v) — f(u,v) (u,v) Voﬂrwdttskante '
—7(v,u) fv,u) —cy(v,u) (u,v) Rickwdrtskante

Damit ergibt sich

Satz 1.18 FEine zuldssige Zirkulation f in einem Graphen G ist genau dann kostenoptimal,
wenn in dem zugehorigen Vergroferungsgraphen G'(f) keine Kreise mit negativen Kosten exi-
stieren.

Kreise negativer Kosten lassen sich mit dem Floyd-Warshall-Algorithmus bestimmen, so dafl
sich folgender Algorithmus fiir kostenminimale Fliisse ergibt:

Algorithmus 1.7
begin
Finde einen FluB f mit Wert w mit dem MaxfluBalgorithmus
while Es gibt einen Kreis C negativer Kosten in (V, E') do
begin
Vergroflere f lings C
end;
end.
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Beispiel 1.21 Gesucht ist eine kostenminimale zuldssige Zirkulation in folgendem Netzwerk,
in dem fiir jede Kante e die Kosten 7(e), die obere Kapazitit cy(e) und die Zirkulation f(e)
durch ~(e), c,(e), f(e) angegeben sind (mit ¢, = 0.)

4,2 5,1

s7 21 Va1 ¢
b

Eine zuléissige Zirkulation f ist gegeben durch f(s,a) = 2, f(a,b) = f(a,t) = f(b,t) = 1,
f(bya) = f(s,b) = 0.

Das zugehorige VergroBerungsnetzwerk N' (mit v'(e), ¢, (e) an jeder Kante) ist

a
4// 5,1

s 21 31 ¢

1, 2.1

Dieses Netzwerk enthélt den Kreis (s,b, a, s) mit Kosten —5 und einer zugehorigen Zirkulation
f vom Wert 1. Addition dieser Zirkulation ergibt eine neue Zirkulation f(s,a) = f(a,t) =
f(s,b) = f(b,t) =1, f(a,b) = f(b,a) =0.

Das zugehorige VergroBerungsnetzwerk N ist jetzt

4,1
4,1 5,1
21( )31
1,1 2,1
1,1

Dieses Netzwerk hat keine Kreise negativer Kosten, so dafl die optimale Losung gefunden ist.
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1.6 Branch-and-Bound-Verfahren

Die ,,Branch-and-Bound“-Methode beruht darauf, auf eine ,intelligente” Weise alle zuléssigen
Lésungen eines kombinatorischen Optimierungsproblems aufzulisten und mit Hilfe von bekann-
ten Schranken Losungen dabei auszuschlieflen, die als Optimum nicht in Frage kommen kénnen.

Wir wollen dies an Hand einiger bekannter Probleme deutlich machen und betrachten zuerst
das ganzzahlige Lineare Optimierungsproblem

minz =z =c(z); Ar <b; z>0; =z ganzzahlig.

Liafit man die Forderung der Ganzzahligkeit der Losung aufler acht, dann erhilt man eine
Losung z° des LP, die i.a. nicht ganzzahlig ist. Die Kosten c(z°) sind sicher auch eine untere
Schranke fiir die Kosten einer optimalen Losung z* des ILP. Wenn 2° schon ganzzahlig ist,
hat man eine gesuchte Losung des ILP. Im anderen Fall gibt es mindestens eine Komponente
zY, die nicht ganzzahlig ist. Wir konnten nun unser Ausgangsproblem aufspalten in die beiden
Teilprobleme

Problem 1: minz =z = c(z); Az <b; x>0; gz ganzzahlig; m; <[z}
und
Problem 2: minz =z =c(z); Az <b; x>0; = ganzzahlig; mz; > [20]+ 1.

Beispiel 1.22 Wir wollen die Vorgehensweise an dem Beispiel mit

-2 1 —3
c(z):=—(z1+m2); A=|0 =1]; b=|-3
11
2 1 u
verdeutlichen.
()
‘ co(z) = —(21 + 2)
A//\\n .
Z1
Das zugehorige LP-Problem hat die optimale Losung z° = (2,3) mit Kosten ¢(z%) = —4.

Unterteilt man nach der 1. Komponente, dann erhéilt man die beiden Teilprobleme

LP1: ;<1 und LP2: x1 > 2.
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A\
/ \

LP1 LP 2

Z1

Das Problem LP2 z.B. hat die optimale Losung z* = (2, 3) mit Kosten ¢(2?) = —I. Unterteilt
man wieder (nach z3), dann erhiilt man die beiden Teilprobleme

LP5: 2, <1 und LP6: 29 > 2.

T2
A

/\ LP 6

LP 5

LP5 hat die ganzzahlige optimale Losung (2,1) mit Kosten —3, die auch optimale Losung fiir
das Ausgangs-ILP ist.

Man kann diesen Auswahlprozefl mit Hilfe eines Baums beschreiben. Die Wurzel entspricht der
urspriinglichen zuléssigen Menge und jeder Knoten steht fiir ein Teilproblem.

Wenn das urspriingliche ILP eine beschrinkte zuldssige Losungsmenge besitzt, mufl der Ver-
zweigungsprozess nach endlich vielen Schritten entweder mit einer ganzzahligen Losung des
entsprechenden Teilproblems oder mit einem LP ohne zuléssige Losungen enden. Die ganzzah-
lige Lésung mit den geringsten Kosten ist die optimale Losung des ILP.

Ist irgendwann eine ganzzahlige Losung z mit Kosten c(z) gefunden und betrachtet man ein
Teilproblem (einen Knoten des Baums), fiir deren Losungen die untere Schranke der Kosten
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schon gréfler als ¢(z) ist, dann kommen ganzzahlige Losungen dieses Teilproblems als optimale
Losungen nicht in Betracht. Daher mufi man die Verzweigungen dieses Knotens nicht weiter
untersuchen.

Fiir einen Algorithmus mufl man nun festlegen, welchen Knoten man bei einer Verzweigung
weiterverfolgt, und welche nichtganzzahlige Komponente benutzt wird, um die zusétzlichen
Bedingungen einzufiihren. Fiir beide Fragestellungen gibt es keine allgemein bestmogliche Wahl.
Es erscheint sinnvoll, den Knoten weiter zu verfolgen, der die kleinste untere Schranke hat.
Betreffend der Wahl der Komponenten wird die Komponente empfohlen, deren zugehorigen
Zusatzbedingungen die unteren Schranken moglichst weit nach oben driickt, in der Hoffnung, im
weiteren Pfad moglichst viele Knoten nicht beriicksichtigen zu miissen, da die untere Schranke
schon zu grof ist.

Beispiel 1.22 (Forts.) Der vollstindige Baum zu unserem Beispiel ist

z21 = —2.5 1
geloscht durch 2®

5 = -3
ganzzahlig leer

Zusammenfassend gilt:
Gegeben sei ein Problem A mit zuldssiger Menge G. Fiir die Durchfithrung des Branch-and-
Bound-Verfahrens ben6tigt man nur zwei allgemeine Voraussetzungen:

1. Verzweigen (Branch): Fiir jedes FF C G ist F = [JF; darstellbar mit disjunkten F;.
Betrachtet man diese F; als Knoten eines Graphen, so erhiilt man einen (gerichteten)
Baum.

2. Beschrénken nach unten (Bound): Es gibt ein einfaches Problem B, so dafi min B(F) <
min A(F) fiir jedes F' C G gilt. (B liefert untere Schranken fiir die Knoten des Baums).

Bezeichnet man wie iiblich die Nachfolger eines Knotens in einem gerichteten Baum als Kinder,
dann hat der Algorithmus die folgende allgemeine Form: ,Aktivmenge® ist die Menge der
Knoten, die noch genauer untersucht werden muf}; O ist eine obere Schranke fiir die Losung,
,Bestlosung® ist die beste gefundene Losung.

Algorithmus 1.8 (Branch-and-Bound)
begin
Aktivmenge := {G}; (* G ist das urspriingliche Problem *)
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0O = o0;
while Aktivmenge # () do
begin
wihle einen Verzweigungsknoten k € Aktivmenge;
Aktivmenge := Aktivmenge\{k};
Erzeuge die Kinder von Knoten k, Kind[é],7 = 1,... ,ng;
Erzeuge die unteren Schranken z; = min B(i),i = 1,... ,ng;
for 1 =1 to ng do
begin
if z; < O then
begin
if Kind[é] ist vollstindige Losung then
begin
if A(7) < O then
begin
O := A(i);
Bestlosung := Kind|[i];
end;
end else Aktivmenge := Aktivmenge U {Kind[i]};
end else 16sche Kind([i];
end;
end;
end.

Beispiel: Als realistisches Beispiel fiir die Anwendung des Branch-and-Bound-Verfahrens be-
trachten wir das TSP, fiir das kein Algorithmus mit polynomialer Komplexitit bekannt ist,
speziell das Problem der Bestimmung einer optimalen Rundreise fiir die folgenden 5 mit ihren
Absténden gegebenen Stiadten

Ac Bi Dr Fr Ha
Ac oo 257 659 505 488
Bi | 2567 oo 511 618 262
Dr | 659 511 oo 728 502
Fr | 505 618 728 oo 759
Ha | 488 262 502 759

Die Diagonaleintrige sind gleich oo gesetzt - dies kann man als Verbieten von Schleifen interpre-
tieren. Eine Tour entspricht nun einer Permutation der 5 Stédte, d.h. einer (verallgemeinerten)
Diagonalen der Abstandsmatrix W = (d;;). Zieht man nun von allen Elementen einer festen
Zeile eine positive Zahl § ab, so daf} die entstehende neue Matrix W' nichtnegative Elemente
hat, dann enthélt jede Tour genau ein Element der Zeile. Ihre Linge, bezogen auf die neue Ma-
trix W' ist also um ¢ kiirzer als die Linge beziiglich . Dasselbe gilt fiir die Spalten. Reduziert
man nun jede Zeile (um d;) und jede Spalte (um ¢;) so weit, daB8 in der schliefllich gewonne-
nen Matrix W* mindestens ein Element 0 ist, dann veréndert sich die Linge jeder Tour um

n n

§ = Z 0; + Z €;. Natiirlich hat jede Tour beziiglich der Matrix W* nichtnegative Linge, d.h.
i=1 j=1

s ist untere Schranke der Léngen aller Touren des Ausgangsproblems.
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Zeilenoperationen ergeben:

Ac Bi Dr Fr Ha o;
Ac | o 0 402 248 231 257
Bi| 0 oo 254 361 5 . 257
Dr|157 9 oo 226 0 mit 502
Fr | 0 113 223 oo 254 505
Ha | 226 0 240 497 oo 262

5
Schranke: Z 5; = 1783.

i=1
Spaltenoperationen ergeben:

Ac Bi Dr Fr Ha
Ac 0 0 179 22 231
Bi 0 o 31 135 5
Dr | 157 9 o 0 0
Fr 0 113 0 oo 254
Ha | 226 0 17 271 00

mit

| 0 0 223 226 0

5 5
Schranke: s =) ;i + Y _e; = 1783 + 449 = 2232.

i=1 j=1

Die Menge der moglichen Touren 148t sich nun aufspalten danach, ob eine feste Kante (v;, v;)
enthalten ist oder nicht. Ist die Kante nicht enthalten, dann kann man den entsprechenden
Eintrag in der Matrix durch oo ersetzen und moglicherweise fiir diesen Fall s erhéhen. Ist die
Kante enthalten, dann kann keine Kante der entsprechenden Zeile bzw. Spalte in der Tour
auftreten, man kann also diese Zeile und Spalte streichen und mit der reduzierten Matrix
fortfahren. Aulerdem kann die entgegengesetzt gerichtete Kante nicht in der Tour auftreten,
d.h. man kann den entsprechenden Eintrag oo setzen.

Es ist nun sinnvoll, eine solche Kante als Verzweigungskriterium zu wéhlen, fiir die im ersten
Fall (Tour enthélt diese Kante nicht) man s um einen moglichst grolen Wert erhéhen kann,
d.h. mit

dij =0 und maximalem min{d;, k # j} + min{d,;, ! # i}.

Zum Beispiel wiihlt man zu Beginn die Kante (Ac, Bi) aus und erhélt

im Fall (Ac, Bi)

| Ac Dr Fr Ha 81 | Ac Dr Fr Ha
Bi oo 31 135 5 Bi co 26 130 0
Dr | 157 oo 0 0 bzw. Dr | 157 oo 0 0 mit s; = 2254
Fr 0 0 oo 254 Fr 0 0 oo 254
Ha | 226 17 271 oo Ha | 209 0 254 o
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und im Fall —(Ac, Bi)

Ac Bi Dr Fr Ha S9 Ac Bi Dr Fr Ha
Ac | o oo 179 22 231 Ac | o0 oo 157 0 209
Bi| 0 oo 31 135 5 Bi| 0 o 31 135 5 L
Dr|157 9 s 0 o0 P™ bl 9 e o o  Mits2=2254
Fr| 0 113 0 oo 254 Fr| 0 113 0 oo 254
Ha |226 0 17 271 oo Ha |226 0 17 271 oo

In beiden Fillen ergibt sich dieselbe Schranke, denn aus der Symmetrie des Ausgangs-TSP
folgt, da8 jeder Tour mit Kante (Ac, Bi) eine Tour mit —(Ac, Bi) entspricht und umgekehrt
(ndmlich die Tour mit (Bi, Ac)). Man mufl daher nur einen der Félle weiterverfolgen. Als

Verzweigungsbaum ergibt sich

50 = 2232

B%/Q \ilc Bi)

= 2254 so = 2254
wg.Symm.nicht
(Ha, Dr) —(Ha,Dr) beriicksichtigt

= 2254 s4 = 2463

geloscht wg.sg

(Fr, Ac) —(Fr, Ac)
= 2254 s6 = 2665

geloscht wg.sg
(Dr, Fr) —(Dr, Fr)
= 2254
leer
(Bi, Ha) —(Bi,Ha)
sg = 22540 S10

Tour leer

mit den Losungen (Ac, Bi, Ha, Dr, Fr, Ac) bzw. der Umkehrtour und der minimalen Lénge
2254.

1.7 Dynamische Programmierung

Wie beim Branch-and-Bound-Verfahren beruht das Verfahren der dynamischen Programmie-
rung auf einer intelligenten Aufzihlung aller zuléssigen Punkte. Es werden aber nicht Losungen
mit Hilfe von Schranken ausgeschlossen, sondern man arbeitet sich von der letzten Entscheidung
riickwiirts (analog zum Beweis des Algorithmus von Dijkstra):

Mufl man zur Gewinnung der optimalen Losung eine Folge Dy,..., D, von Entscheidungen
treffen, dann braucht man bei der Entscheidung Dy nur die Folgen D, ... , Dy_; zu betrachten,
die zu optimalen zulédssigen Losungen vor dieser Entscheidung fiihrten.

Das Prinzip werde an folgender Anwendungen demonstriert:

Kann man die Eckenmenge eines Netzwerks N = (s,¢,V, F) in disjunkte Mengen V, = {s},
Viyooo s Viy Vie1 = {t} zerlegen, so da8 in F' nur Kanten der Form (u,v), u € V;, v € Vi1,
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0 <1 < k, auftreten, dann heif3t N geschichtetes Netzwerk. Gesucht ist ein kiirzester Weg in
einem solchen geschichteten Netzwerk von s nach t.

Beispiel 1.23

a
0 2
5
b \
s 6 e 3
4 /
4
o) 1
c

Vo= {5}7 Vi= {a7 bvc}v Vo= {d €, f} V3= {gah Z} Vi= {],k,l,m} Vs = {t}

Beginnend bei Vi wird in einer Tabelle festgehalten, wie ein kiirzester Weg von jedem v € V;
aus nach ¢ verlduft. Dazu wird fiir jedes v der Nachfolger aus V; ;1 auf einem kiirzesten Weg und
die zugehorige Linge festgehalten. Aus der Tabelle fiir V;, kann man nun rickwdrts die Tabelle
fiir V1 bestimmen usw. bis man bei V; angekommen ist. Nun kann man anhand der Tabellen
vorwdrts den kiirzesten Weg rekonstruieren.

Beispiel 1.23 (Forts.) Jeder Menge V; wird eine Tabelle zugeordnet, die zu jeder Ecke der
Menge den néchsten Nachfolger und die entsprechende Linge angibt:

Knoten jg kI m Knoten g h 1
Tabelle(4) = ¢ Nachfolger t ¢t ¢t ¢ =  Tabelle(3) = ¢ Nachfolger & k& m
Linge 5 1 4 2 Lénge 3 4 5
Knoten d e f Knoten a b c
=  Tabelle(2) = ¢ Nachfolger h h h = Tabelle(l) = ¢ Nachfolger d d f
Linge 6 5 6 Lénge 8 7 7

Knoten s

= Tabelle(0) = ¢ Nachfolger ¢

Lénge 11

Der kiirzeste Weg ist dann gegeben durch (s, ¢, f, h, k,t) mit Lénge 11.
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2 Spieltheorie

2.1 Allgemeines und Historie

Gesellschaftsspiele wie Schach, Miihle, Skat, Knobeln etc. haben gemeinsam, dafl mehrere Par-
teien teilnehmen, die entgegengesetzte oder zumindest konfligierende Ziele haben. Jeder Spieler
trifft eine Entscheidung, und das Ergebnis des Spiels ist von der Gesamtheit all dieser Entschei-
dungen abhéngig.

Den gleichen Sachverhalt findet man auch in einigen Wissenschaften und sonstigen Lebensbe-
reichen. Einige Beispiele sind

e Entscheidungen iiber Preise, Produktmengen;
e Verhandlungssituationen, z. B. iiber Tarifvertrige oder Abriistung;
e Bietverhalten bei Auktionen;

e strategisches Verhalten in Streiks, Handelskriegen oder militdrischen Auseinandersetzun-
gen;

e Wettbewerb und Kooperation verschiedener Regierungen/Zentralbanken in einem ge-
meinsamen Wirtschaftsraum (Geld—, Steuer—, Aulenhandelspolitik);

e evolutionire Konfrontationen.

Aufgrund der vielen Anwendungsmdoglichkeiten entwickelte sich in den 40er und 50er Jahren
schnell eine Theorie (vor allem durch von Neumann, Morgenstern und Nash), die sowohl in
der Mathematik als auch in den Wirtschaftswissenschaften, den Sozialwissenschaften und der
Biologie von Interesse ist. So wurde z.B. in den Jahren 1994 und 1996 der Nobelpreis fiir
Wirtschaftswissenschaften an Spieltheoretiker vergeben.

2.2 Grundlegende Begriffe

Es sollen hier nur Strategiespiele betrachtet werden, d. h. solche Spiele, in denen die Teilnehmer,
im Gegensatz zu den reinen Glicksspielen, zumindest teilweise den Spielverlauf beeinflussen
konnen. Der Zufall, z.B. in Form eines Wiirfels, kann hierbei als ein teilnehmender Spieler an-
gesehen werden. Die , klassische” Spieltheorie, die hier behandelt werden soll, setzt voraus, daf§
alle Spieler vollsténdig iiber die Zahl der Spieler, ihre Handlungsmoglichkeiten und Priferenzen
informiert sind. Man spricht in diesem Fall von Spielen mit vollstindiger Information. Wir be-
schrianken uns dariiberhinaus auf nichtkooperative Spiele. Das sind ,,Spiele ohne Vertrauen“, in
denen Absprachen, glaubwiirdige Versprechungen oder Ahnliches nicht méglich sind. Ziel jedes
Spielers ist moglichst grofler personlicher Profit, im Gegensatz zu kooperativen Spielen in denen
der Profit von Spielergruppen (Koalitionen) von Interesse ist.

Wir gehen im Folgenden davon aus, dafl die Menge I = {1,...,n} der Spieler endlich ist. Jeder
Spieler ¢ hat die Moglichkeit, zwischen (mindestens zwei) verschiedenen Strategien s; € S;
zu wihlen. In einem Spiel (oder einer Runde) wird hieraus eine Situation s = (s1,...,8n)
zusammengesetzt. Das Produkt S = S x---x S, = [[,; S; wird als Strategienraum bezeichnet.
In jeder Situation s € S erhilt Spieler i eine Auszahlung H;(s) € R, i = 1,...,n. Die Funktion
H; wird als Auszahlungsfunktion von Spieler ¢ bezeichnet.
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Definition 2.1 Es sei [ = {1,...,n} und fiir ; € I seien S; Mengen und H; : S =S} x --- X
S, — R Funktionen. Dann heifit das System

I'= <I; {Si}iela {Hz'}iel>
ein nichtkooperatives n-Personen Spiel (in Normalform).

Beispiel 2.1 Stein—Schere—Papier: Zwei Spieler (I = {1,2}) geben gleichzeitig ein Zeichen,
das Stein, Schere oder Papier (S; = {St, Sch, Pa},i = 1,2) bedeutet. Die Auszahlungsfunktion
H, fiir Spieler 1 sei durch folgende Tabelle (Matrix) gegeben, die fiir Spieler 2 durch die jeweils
negativen Werte. D.h., es gilt >, , H;(s) = 0 fiir alle s € S.

1\2 | St Sch Pa
St | 0 41 -1
Sch| -1 0 +1
Pa |+l -1 0

Definition 2.2 Ein nichtkooperatives n-Personen Spiel I' = (I, {S;}icr, {H;}ier) heifit Kon-
stantsummenspiel, wenn fiir alle s € S Y., Hi(s) = ¢ € R gilt. Im Falle ¢ = 0 spricht man
von einem Nullsummenspiel.

Beispiel 2.2 Gefangenendilemma: Zwei Gefangene (I = {1,2}) werden getrennt voneinander
verhort. Sie werden beschuldigt, gemeinsam eine Straftat begangen zu haben. Die Indizien
reichen nicht fiir eine Verurteilung aus. Jeder der beiden hat die Moglichkeit, die Tat zu leugnen
oder ein Gesténdnis abzulegen (S; = {L,G},i = 1,2). Gestehen beide, so werden sie zu 8
Jahren Haft verurteilt. Leugnen beide, so konnen sie wegen geringerer Delikte nur zu einem
Jahr verurteilt werden. Gesteht einer und einer leugnet, so wird der Gesténdige freigesprochen
und der andere zu 10 Jahren Haft verurteilt. Die Auszahlungsfunktionen H;, ¢ = 1,2, kénnen
hier mit zwei Tabellen (oder einer Bi-Matrix) beschrieben werden:

\2|L G 1\2| L G
H1 . L -1 -10 und HQ . L -1 0
G |0 -8 G |-10 -8

Bemerkung 2.1 Es gehort zum Begriff eines nichtkooperativen n—Personenspiels (in Normal-
form), dafl es nur einmal gespielt wird, und zwar so, daf jeder Spieler simultan, ohne iiber die
tatsdchlichen Entscheidungen der anderen Spieler informiert zu sein, ein Element seiner Strate-
giemenge auswahlt. Erorterungen iiber Wiederholungen eines Spiels, die durch Beobachtungen
des Spiels entstehenden Informationen und andere dynamische Phinomene gehoren in die Theo-
rie der Spiele in Ertensivform. Diese kénnen jedoch mathematisch auf Spiele in Normalform
zuriickgefiihrt werden.

Beispiel 2.3 Bei einem Schachspiel (in Normalform) ist eine Strategie die Menge der favori-

sierten Ziige eines Spielers fiir jede mogliche Spielsituation. D.h., die Spieler wissen a-priori wie
sie auf alle moglichen Ziige ihres Gegners reagieren werden.

35



2.3 Gemischte Strategien

Héufig werden viele Runden ein und desselben Spiels gespielt. Dabei éndert man in vielen Féllen
haufiger seine Strategie, denn sonst kann sich der Gegner leicht darauf einstellen. Es kommt
darum nicht auf die Wahl einer einzelnen Strategie, sondern vielmehr auf die Gewichtung aller
Strategien mit Wahrscheinlichkeiten an.

Definition 2.3 Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung (oder Wahrscheinlichkeitsmafs) auf einer
Menge X ist eine auf der Potenzmenge P(X) definierte Funktion o : P(X) — [0, 1] mit den
folgenden Eigenschaften:

1. o(X) =1

2. o(U; Xi) = >, 0(X;) fiir jede abzéhlbare Familie {X;} von paarweise fremden Mengen
X; € P(X).

Ist o eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einer Menge X, so kann man o(X"') als Wahrschein-
lichkeit auffassen, mit der ein Element x € X in X’ liegt. Wahrscheinlichkeitsverteilungen haben
folgende einfache Eigenschaften:

Lemma 2.1 Fiur eine Wahrscheinlichkeitsverteilung o auf einer Menge X gilt
1. 0(Xy) < o(Xy) fir alle X1, X € P(X) mit X1 C Xo;
2. 0(X1UXg) +0(X1NXy) =0(X1)+ o(Xa) fiir alle X1, X5 € P(X);
3. o(lU; Xi) <>, 0(Xy) fir jede abzihlbare Familie {X;} von Mengen X; € P(X).

Definition 2.4 Ist I' = (I, {S;}icr, {H;}ier) ein nichtkooperatives n-Personen Spiel, so heifit
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung o; auf der Menge der Strategien S; gemischte Strategie des
Spielers i. Die Menge aller gemischten Strategien von Spieler ¢ wird mit 3; bezeichnet.

Beispiel 2.4 Spiele, in denen jeder Spieler ¢ eine endliche Auswahl
reiner Strategien S; = {s1, ... , Sm, } zur Verfiigung hat, heiflen end-
liche Spiele. In diesen kdnnen die Mengen der gemischten Strategien
Y; durch (m; — 1)—dimensionale Simplizes

SO = {(z1,...  zm)T € R™

0<z; <1, z1+...+xpy =1}

beschrieben werden. Eine gemischte Strategie o; € ¥; wird dabei

durch o;(s;) := oi({s;}) = z;, fiir j = 1,...,m;, mit einem = €
S(mi) jdentifiziert.
Wihlen die Spieler die gemischten Strategien oy, ...,0; so wird das n—Tupel o = (o1, ...,0,)

als Situation des Spiels in gemischten Strategien bezeichnet. ¥ = ) x --- x 3, = [[,c; s
bezeichnet die Menge aller Situationen in gemischten Strategien. Man beachte, dafi die Menge
der Situationen S (in reinen Strategien) in natiirlicher Weise in ¥ enthalten ist. Denn jede reine
Strategie s; € S; wird durch die Wahrscheinlichkeitsverteilung o; représentiert, die fiir S} C S;
definiert ist durch o;(S]) = 1, falls s; € S}, und 0;(S;) = 0 sonst.
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Die Auszahlung an einen Spieler wird bei Wahl gemischter Strategien durch einen Erwartungs-
wert ersetzt. Im Falle endlicher Spiele ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten einer Situation
s=(s1,...,5,) € S gegeben durch

Der Erwartungswert E; von Spieler 7 ist fiir eine Situation ¢ in gemischten Strategien

Ei(0):=) Hi(s)o(s)= > ... > Hisi,... ,sn)Haj(s,-). (2.1)

SES $1€S51 SnESn

Definition 2.5 Sei I' = (I, {S;}icr, {H;}icr) ein endliches, nichtkooperatives n—Personenspiel.
Dann heif3t

I = (I, {Si}tier, {Eitier),
mit F; wie in (2.1) die gemischte Erweiterung von T'.

Beispiel 2.5 (Fortsetzung) In Beispiel 2.1 (Stein-Schere—Papier) kénnen gemischte Strategi-
en o, 0y der Spieler 1 und 2 mit Punkten z, y eines 2-dimensionalen Simplex im R? identifiziert
werden. Dabei geben die Komponenten x;,y;, + = 1,2, 3, die Wahrscheinlichkeiten an, mit de-
nen Spieler ¢ eine der reinen Strategien St, Sch, Pa wihlt. Die Situation s = (St,Pa) wird z.B.
mit einer Wahrscheinlichkeit o(s) = 01(St) - 02(Pa) = z; - y3 eintreten. Der Erwartungswert F;
fiir Spieler 1 ist fiir die Situation (z,y) in gemischten Strategien gegeben durch

Ei(z,y) = 21(y2 — y3) + 22(y3 — 1) + 23(y1 — ¥2).-
Wiihlen Spieler 1 und Spieler 2 etwa die gemischten Strategien (3, 3,0)" und (3,0, 3)", so hat
1

Spieler 1 eine Gewinnerwartung von —z.

Bemerkung 2.2 In Abschnitt 2.10 werden wir gemischte Erweiterungen fiir eine weitere Klasse
von Spielen einfiihren. Allgemein kann man gemischte Erweiterungen immer dann definieren,
wenn die Integrale

Ei(a):/s [ ) do(s,) - (s).

fiir alle i € I und alle 0 = (01,...,0,) € ¥ existieren und ihr Wert unabhéngig von der Inte-
grationsreihenfolge ist. Fragen zur Existenz und Berechnung solcher Integrale sind Gegenstand
der Wahrscheinlichkeits,- und Mafitheorie.

2.4 Gleichgewichtspunkte

Das Verhalten der Spieler wird sich im Laufe des Spiels, abhéingig vom Verhalten der Gegner,
natiirlich &ndern. Ein Spieler wird seine Strategie immer dann #ndern, wenn ihm dies bei
gleichbleibendem Verhalten der Gegner einen Vorteil verschafft. Ist dies fiir keinen Spieler der
Fall, so tritt ein Gleichgewicht ein. Ist s = (s1,...,8,) € S, so schreiben wir fiir die Situation
(S1y--- 5 8i—1, S}, Sit1,-- - , Sp) im Folgenden kurz s||s.
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Definition 2.6 Sei I' = (I, {S;}ic1, {H;}ier) ein nichtkooperatives n-Personenspiel. Eine Si-
tuation s = (s1,...,5,) € S heifit zuldssig fiir Spieler i, wenn gilt

H;(s||s}) < H;(s), fiir alle s, € S;.

Ist eine Situation zuléssig fiir alle Spieler, so heif}t sie Gleichgewichtspunkt. Ein Gleichgewichts-
punkt von I' in gemischten Strategien ist ein Gleichgewichtspunkt von I'* (vorausgesetzt ['* ist
definiert).

Beispiel 2.6 (Fortsetzung) In Beispiel 2.1 (Stein-Schere-Papier) sind die drei Situationen
(St,Sch), (Sch,Pa), (Pa,St) zuléssig fiir Spieler 1 und (St,Pa), (Sch,St), (Pa,Sch) zuléssig fiir
Spieler 2. Das Spiel besitzt also keinen Gleichgewichtspunkt. Dafiir besitzt es aber den eindeu-
tigen Gleichgewichtspunkt ((%, %, %)T, (%, %, %)T) in gemischten Strategien (Ubung).
Gleichgewichtspunkte und die zugehoérigen Auszahlungen an einen Spieler sind keineswegs im-
mer eindeutig.

Beispiel 2.7 Kampf der Geschlechter: Ein Ehepaar mochte am Abend ausgehen. Es besteht
die Moglichkeit entweder eine Ballettauffiihrung oder einen Boxkampf zu besuchen. Gehen die
beiden Ehepartner getrennt zu verschiedenen Veranstaltungen, so ist in jedem Fall der Arger
iiber den Eigensinn des anderen so groff, daf} sie von der Veranstaltung nichts haben (Nutzen
-1). Gehen sie zum Boxkampf, so ist der Mann erheblich zufriedener (Nutzen 2) als die Frau
(Nutzen 1). Beim Ballett ist es genau umgekehrt. Die Auszahlungsfunktionen H; des Mannes
und H, der Frau lassen sich also wie folgt darstellen:

1\2 | Ba Bo 1\2 | Ba Bo
Hy: Ba| 1 -1 und Hy: Ba| 2 -1
Bo | -1 2 Bo | -1 1

Hier gibt es die zwei Gleichgewichtspunkte (Ba,Ba) und (Bo,Bo), deren Qualitéit von bei-
den Ehepartnern unterschiedlich beurteilt wird. Zusétzlich gibt es einen Gleichgewichtspunkt
((2,2)",(2,2)") in gemischten Strategien mit einer Gewinnerwartung von 1 fiir beide Ehe-
partner, also weniger als bei einem der Gleichgewichtspunkte in reinen Strategien.

Gleichgewichtspunkte sind also nicht immer wiinschenswerte Situationen fiir die Spieler. Ander-
seits sind alle anderen Situationen fiir mindestens einen Spieler unzuléssig, also ,,unverniinftig®.
Eine wesentliche Frage der Spieltheorie ist daher, ob Gleichgewichtspunkte existieren und wie
man sie bestimmen kann. Eine Vereinfachung bietet

Definition 2.7 Zwei nichtkooperative n-Personenspiele I' = (I, {S;}ier, {Hi}ier) und I'" =
(I, {Si}ier, {H]}ier) heiflen strategisch dquivalent (in Zeichen: I' ~ I"), wenn es fiir alle 1 €
reelle Zahlen ¢; und ein £ > 0 gibt, so daf} fiir jede Situation s

Hi(s) =k - H\(s) + ¢ (2.2)

gilt.
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Satz 2.1 FEs gelten folgende Aussagen:

1. Die Relation ,strategisch dquivalent® ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der nicht-
kooperativen n-Personenspiele.

2. Strategisch dquivalente, nichtkooperative n-Personenspiele besitzen dieselben Gleichge-
wichtspunkte.

3. Jedes Konstantsummenspiel ist strategisch dquivalent zu einem Nullsummenspiel.

2.5 Zwei-Personen-Nullsummenspiele

In einem Nullsummenspiel fiir zwei Spieler geniigt es die Auszahlungsfunktion eines Spielers zu
kennen, da die andere durch die Beziehung

H,(s) = —Hy(s) fiir alle Situationen s = (s1,52) € S1 X Sy (2.3)

bestimmt ist. Ein Zwei-Personen-Nullsummenspiel wird daher durch ein Tripel I' = (S}, Ss, H),
mit H := H;, beschrieben. Ein Gleichgewichtspunkt (s}, s3) erfiillt

H,(s],s5) > Hy(s1,s5) und Hs(s],s5) > Hy(s], s2)

fiir alle s; € 51, s9 € So. Wegen (2.3) kann die zweite Bedingung durch H(s3, s3) < Hy(s7, s2)
ersetzt werden. Also ist (s}, s3) genau dann Gleichgewichtspunkt, wenn die Sattelpunkt- Bedingung

H(sy,s5) < H(s],s5) < H(s],sz) fiiralle s; € Sy, € S, (2.4)
erfiillt ist.

Definition 2.8 Sei H eine auf dem Produkt S1 X Sy zweier Mengen S, So definierte Funktion.
Dann heifit ein Punkt (s}, s3) Sattelpunkt von H, wenn (2.4) erfiillt ist.

Im Folgenden soll die Existenz von Sattelpunkten untersucht werden.
Lemma 2.2 Sei H(x,y) eine reellwertige Funktion auf einer Menge X x Y. Dann gilt

supinf H(z,y) < infsup H(z,y).
z Y Yy =z

Satz 2.2 Eine reellwertige Funktion H(x,y) auf einer Menge X XY besitzt einen Sattelpunkt
genau dann, wenn

maxinf H(z,y) wund minsup H(z,y) (2.5)

T Y Y T

existieren und dariberhinaus

max inf H(z,y) = minsup H(z, y)
x Yy Yy x

gilt.
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Korollar 2.2.1 Sind (z',y"'), (z%,y*) € X XY Sattelpunkte einer reellwertigen Funktion H(z,y)
auf X x Y, so auch (z*,y?) und (2%, y). Auperdem ist der Wert von H fiir alle Sattelpunkte
gleich dem gemeinsamen Wert der Eztrema in (2.5).

Das Korollar zeigt, dal alle Gleichgewichtspunkte in einem Zwei-Personen-Nullsummenspiel
den Spielern eine, durch das Spiel bestimmte, Auszahlung garantieren. Dies ist, wie Beispiel
2.7 (Kampf der Geschlechter) zeigt, i.A. nicht der Fall.

Definition 2.9 Sei I' = (X,Y, H) ein Zwei-Personen-Nullsummenspiel bei dem H einen Sat-
telpunkt auf X x Y besitzt. Dann sind z* und y* optimale Strategien fiir Spieler 1 und Spieler
2, wenn

inf H(z*,y) = maxinf H(z,y) = v([') = minsup H (z,y) = sup H (z, y").
y Ty v 2 z

v(I") wird als Wert des Spiels bezeichnet.

Bemerkung 2.3 Nicht jeder Punkt (x,y) fiir den H(z,y) = v(T') gilt, ist Sattelpunkt von H.
Dariiberhinaus gibt es Funktionen H auf X x Y die keinen Sattelpunkt besitzen, obwohl

supinf H(z,y) = v = infsup H(z, y)
z Y Y =z

gilt (Ubung). In diesem Fall lassen sich zu jedem e > 0 sogenannte e-optimale Strategien .
und y, finden, so daf} fiir alle z,y € X x Y

H(ze,y)>v—€ und H(z,y) < v+e,
gilt.
2.6 Matrixspiele
Definition 2.10 Ein endliches Nullsummenspiel mit zwei Spielern heif3t Matrizspiel.

Die Bezeichnung geht darauf zuriick, dal die Auszahlungsfunktion eines solchen Spiels durch
eine Matrix dargestellt werden kann. Gilt |Si| = m und |S;| = n, so sei a;; die Auszahlung
an Spieler 1 bei Eintreffen der Situation (i,5), ¢ = 1,...,m und j5 = 1,... ,n. Dann ist das
Matrixspiel eindeutig durch die (m x n)-Matrix A = (a;;) bestimmt. Eine Situation (¢*, j*) ist
ein Gleichgewichtspunkt (in reinen Strategien), bzw. ein Sattelpunkt der Matriz, wenn
aij*gai*j*gai*j, fﬁrizl,...,m,jzl,...,n.
Als direkte Konsequenz von Satz 2.2 gilt
Satz 2.3 Die Matriz A hat genau dann einen Sattelpunkt, wenn
max min a;; = min max a;.
j 7

i J
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Die linke Seite ist der maximale Mindestgewinn fiir Spieler 1 und die rechte Seite der minimale
Maximalverlust fiir Spieler 2. Nun stimmen diese beiden Werte nicht immer iiberein, d.h. nicht
jede Matrix besitzt einen Sattelpunkt.

Beispiel 2.8 Die Matrix ( _11 _11 ) besitzt keinen Sattelpunkt.

Anders verhilt es sich bei den gemischten Erweiterungen von Matrixspielen. Hier konnen die
Spieler aus den Mengen

X ={z=(aq,... ,xm)T‘ngigl,inzl}

und

AT TIPS
J

auswihlen. Die Gewinnerwartung fiir Spieler 1 in einer gemischten Situation (z,y) ist nach
(2.1)

m n m n
E(.’I}, y) = Z inyjafij = Z.Tz Z YjQij = .’I}TAy.
1=1 j=1 i=1  j=1

Wieder will Spieler 1 den Mindestgewinn maximieren und Spieler 2 den Maximalverlust mini-
mieren. Dies fiihrt zu den beiden Werten

vy :=maxminz' Ay und v, := minmaxz' Ay.
rzeX yeyY yeY zeX

Wegen Lemma 2.2 gilt immer v; < vy. Dariiberhinaus gilt
Satz 2.4 (Minimax—Theorem) Fiir ein Matrizspiel mit (m X n)-Matriz A gilt

maxminz' Ay = v(A) = minmaxz ' Ay.
rzeX yey yeY zeX

v(A) ist der Wert des Matrixspiels.

Korollar 2.4.1 Die optimalen Strategien Xo C X und Yo C Y wvon Spieler 1 und 2, in der
gemischten Erweiterung eines Matrizspiels mit Matriz A, sind gegeben durch

Xo= [ {seX|aT4>v(A)} und Yo= () {yeY|Ay<v(4)},

j:l,...,n j:1,...,m
wobei AV die j—te Spalte und A; die i—te Zeile von A bezeichnet.

Das Korollar zeigt, dal die beiden Mengen X, und Yj der optimalen Strategien Polytope sind.
Ist der Wert des Spiels bekannt kann man die Ecken dieser Polytope, auch Eztremalstrategien
genannt, in endlich vielen Schritten berechnen.
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Bemerkung 2.4 Der Wert eines Matrixspiels und ein Gleichgewichtspunkt kénnen mit einem
LP bestimmt werden. Das LP fiir Spieler 1 ist

max{a ‘ >0, 214+ ...+2,=1, 2" AT > q, jzl,...,n}.

Durch die Substitution o = ;11 — Type Mit Tpyi1, Timee > 0 und Einfithrung der Schlupfva-
riablen %, 13, ..., Tyminee fiir die n Ungleichungen bringt man das Problem in Standardform.
Das (eventuell unzuléssige) Tableau ist dann

0j0 ... 0/-1 11]0 ... 0
0 1 -1

: —AT P I,

0 -1

1)1 110 010 0

Als Basis kénnen z.B. die n Schlupfvariablen und eine (etwa die j—te) Spalte von —A' gewéhlt
werden. Dabei ist das resultierende Starttableau unzuldssig wenn die i—te Zeile A; von A nicht
> 0 ist. In diesem Fall kann man das strategisch dquivalente Problem mit Matrix A + gF
(Ubung) betrachten, wobei E eine (m x n)-Matrix ist, deren Eintriige alle 1 sind.

Entsprechend dem komplementiren Schlupf erhalten wir

Satz 2.5 Sei v der Wert eines Matrizspiels mit Matriz A.

(a) Ist x = (x1,... ,7,)" eine optimale Losung fiir Spieler 1 und gilt fiir eine Spalte A7 von
A z" A7 > v, dann gilt fir jede optimale Lésung y von Spieler 2 y; = 0.

(b) Isty= (y1,---,yn) " eine optimale Lisung fiir Spieler 2 und gilt fiir eine Zeile A; von A
Ay < v, dann gilt fir jede optimale Lisung x von Spieler 1 z; = 0.

Der Satz zeigt, dal bestimmte Strategien eines Spielers ausgeschlossen werden kénnen.

Definition 2.11 Sei A eine (m x n)-Matrix.

1. Eine Strategie z € X fiir Spieler 1 dominiert eine Strategie 2’ € X \ {z} (streng), wenn

gilt
2T AT > 2'TAT (2T AT > 2"TAY) fiirj=1,...,n.

2. Eine Strategie y € Y fiir Spieler 2 dominiert eine Strategie y' € Y \ {y} (streng), wenn

gilt
Ay < Ay (Aww < Aiy') fiiri=1,...,m.
Insbesondere wird eine reine Strategie i von Spieler 1 von einer Strategie x € X (streng)
dominiert, wenn 2" A7 > a;; (zT AT > a;) fiiralle j = 1,...,n, baw. 2TA > A; (7 A > A;).

In diesem Fall spricht man auch davon, dafi die Zeile A; der Matrix A (streng) dominiert wird.
Analoges gilt fiir eine reine Strategie j von Spieler 2 und die entsprechende Spalte A7.
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Satz 2.6 FEs sei ein Matrizspiel mit Matriz A gegeben, in der eine Zeile A; dominiert wird. A’
set die Matrixz die man aus A nach Streichung der i-ten Zeile erhdlt. Weiter seien Xy und Yy,

bzw. X und Yy, die optimalen Strategien von Spieler 1 und 2 in den Matrizspielen mit Matriz
A, bzw. A'. Dann gilt

1. v(A") =v(A),
2. Yy =Yy und X :={(z},...,2}_1,0,2},...,2, )" | 2’ € X{} C Xo,
3. X = Xy bei strenger Dominanz.
Bemerkung 2.5 Eine entsprechende Aussage gilt natiirlich auch fiir dominierte Spalten. Do-

minierte Zeilen oder Spalten konnen somit gestrichen werden, und so 1483t sich ein Problem
schrittweise reduzieren.

Beispiel 2.9 In der folgenden Matrix werden dominierte Zeilen und Spalten schrittweise eli-
miniert:

120 3 120
03 4 4 &) 03 4 @(2?;) &) (2?)
413 2 41 3

(1) Die zweite Spalte dominiert die Vierte.
(2) Die zweite und die dritte Zeile dominieren die Erste (z.B. 245 + 343 > Ay).
(3) Die zweite Spalte dominiert die Dritte.

Wir wollen nun noch einige einfache Spezialfille und deren Losung behandeln.

Definition 2.12 Ein Matrixspiel mit einer Matrix A = diag(as, ... ,a,), mit a; > 0 fiir ¢ =
1,...,n, heifit Diagonalspiel.

Satz 2.7 In einem Diagonalspiel mit Matriz diag(as, . .. , ay) ist der Wertv = (3_1_(1/a;)) ™,
und die optimalen Strategien x,y fir Spieler 1 und 2 sind eindeutig bestimmt mit

r=y=v-1/ay,...,1/a,)".

Definition 2.13 Ein Matrixspiel heifit symmetrisch, wenn die zugehorige Matrix A eine schief-
symmetrische (n x n)-Matrix ist, d.h. es gilt AT = —A.

Satz 2.8 Der Wert eines symmetrischen Matrizspiels ist 0. Ferner sind die Mengen der opti-
malen Strategien fiir Spieler 1 und 2 identisch.

Besonders einfach zu 16sen sind (2 x 2)-Spiele. Besitzt die zugehorige Matrix einen Sattelpunkt,
so bilden die beiden zugehorigen reinen Strategien einen Gleichgewichtspunkt. Ansonsten gilt
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Satz 2.9 Hat die (2 x 2)-Matriz A keinen Sattelpunkt, so sind die eindeutig bestimmten opti-
malen Strategien x,y und der Wert v(A) des zugehorigen Matrizspiels gegeben durch

el A* A*e det(A)
e _ A —
eTAe YT T A v(4) el Axe’
wobei e = (1,1)" und A* = det(A) - A~! die Adjungierte von A ist.
Bemerkung 2.6 Neben den (2 x 2)-Spielen lassen sich auch (2 x n) und (m x 2)-Spiele sehr
einfach 16sen. Wir betrachten hier nur (2 xn)-Spiele, die Behandlung der (m x 2)—Spiele verlduft

analog. Aufgabe des ersten Spielers ist es, v(z) := min;{ai;x1 + a2j%2} zu maximieren. Dies ist
wegen x9 = 1 — x; =: t dquivalent zur Maximierung der Funktion

v(t) == min{(az; — a1;)t + a1}

T

fiir Werte ¢ € [0, 1]. Die n linearen Funktionen kann man graphisch darstellen und die Funktion
v als stiickweise lineare Funktion bestimmen. Den Wert des Matrixspiels v(A) = maxeo,1) v(t)
kann man dann anschlieend ablesen.

Abschlieflend geben wir ohne Beweis noch eine Lésungsmethode an, die auf alle Matrixspiele
angewandt werden kann.

Bemerkung 2.7 Eine allgemeine Losungsmethode fiir Matrixspiele ist das fiktive Ausspielen.
In jeder Runde eines Spiels merkt sich jeder Spieler die Entscheidungen seines Gegners. Dabei
setzt Spieler 1 die Werte vy, ... ,y, geméf der relativen Haufigkeiten der Strategien von Spieler
2 bis zu diesem Zeitpunkt, und wihlt seine (reine) Strategie i so, daf} A;y maximal ist. Ent-
sprechend verhilt sich Spieler 2. Man kann zeigen, daf} jeder Haufungspunkt der so erhaltenen
Folgen von relativen Haufigkeiten ein Gleichgewichtspunkt ist.

2.7 Existenz von Gleichgewichtspunkten

In diesem Abschnitt soll fiir eine grofie Klasse von nichtkooperativen n-Personenspielen die
Existenz eines Gleichgewichtspunktes gezeigt werden, insbesondere fiir alle endlichen Spiele.
Von grundlegender Bedeutung ist dabei der Fizpunktsatz von Brouwer.

Satz 2.10 (Brouwer) FEs sei K C R" ein konvezer Kirper (konvere kompakte Teilmenge des
R") und f : K — K stetig. Dann hat f einen Fizpunkt, d. h. es gibt ein x € K mit f(x) = x.

Satz 2.11 (Nikaido—Isoda) Sei I' = (I,{S;}icr, {Hi}icr) ein nichtkooperatives n—Personen-
spiel, das fiir alle 1 € I die folgenden Bedingungen erfiillt:

(i) S; C R% st ein konvezer Kérper.

(ii) H; : S =51 X ...x S, — R ist stetig.

(11i) Fir jedes x € S ist die durch x; — H;(z||x;) auf S; definierte Funktion konkav.
Dann besitzt I' mindestens einen Gleichgewichtspunkt.

Korollar 2.11.1 (Nash) Jedes endliche n—Personen-Spiel hat mindestens einen Gleichge-
wichtspunkt (in gemischten Strategien).

Bemerkung 2.8 Ist eine der Voraussetzungen (i)-(iii) in Satz 2.11 nicht erfillt, dann gilt die
Aussage des Satzes i.A. nicht (Ubung).
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2.8 Endliche Spiele

Im Falle endlicher nichtkooperativer n—Personenspiele liefert der Satz von Nash die Existenz
eines Gleichgewichtspunktes. Er sagt jedoch wenig dariiber aus wie diese zu finden sind. Eine
erste Vereinfachung ist

Satz 2.12 Seil' = (I, {S;}icr, {Hi}icr) ein endliches nichtkooperatives n—Personenspiel. Dann
ist o* Gleichgewichtspunkt von I' in gemischten Strategien genau dann, wenn

E;(c*||si) < Ei(0*) fir alle s; € S; und alle i € I gilt.

Korollar 2.12.1 In einem endlichen nichtkooperativen n—Personenspiel ist jeder Gleichge-
wichtspunkt in reinen Strategien ein Gleichgewichtspunkt der gemischten Erweiterung.

Korollar 2.12.2 Seil’ = (I, {S;}icr, {Hi}icr) ein endliches nichtkooperatives n—Personenspiel
und o* eine zuldssige Situatuion in gemischten Strategien fir Spieler i. Dann ist o*||s; zuldssig,
d.h. E;j(0*||s;) = maxges, Ei(o*||s}), fir alle s; € S; mit o(s;) > 0.

Wie bereits in Beispiel 2.4 gesehen, lassen sich die gemischten Strategien von Spieler i € [
in einem endlichen n—Personenspiel I' = (I, {S;}icr, {H;}icr) durch die Punkte eines Simplex
S(mi) beschrelben Dabei gibt m; die Anzahl der Strateglen von Spieler ¢ an; es ist also S; =

{s1 .. sml} fiir i € I. Das Produkt S(T') = S x ... x §(m=) ein Simplotop, entspricht der

Menge aller Situationen in gemischten Strategien. Die Gewinnerwartung E; von Spieler 7 ist fiir
T = : R : e ST) (2.6)
0 (n)

mml :L‘m,n
gegeben durch
Ei(z) = > (Hx ) (s9,..., s, (2.7)
(1 yeeerfin) E{Lyerem1 } X {Lpucsmn } \kET

Nach Satz 2.12 beschreibt 2* € S(I') genau dann einen Gleichgewichtspunkt, wenn gilt

Ei(z*||el") < Ei(z*), firallej € {1,...,m;} und allei € I;

wobei e@ € R™ den j-ten Einheitsvektor und x||e(~i) = (x(l), A e() AN )
bezeichnet. Dies motiviert die Betrachtung der marginalen Erwartungsfunktion f : S ( —
R™ x ... x R™ die fiir z € S definiert ist durch

B\ (a]le”) E, («]|ef™)

B (zlefa)) En(lefi)
Fiir f gilt
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Satz 2.13 Seil’ = (I, {S;}icr, {Hi}ier) ein endliches nichtkooperatives n—Personenspiel. Dann
beschreibt z* € S(I') einen Gleichgewichtspunkt von I' in gemischten Strategien genau dann,
wenn gilt

(m*(i) _ x(i))T fi(z*) >0 fir alle x € S(T') und alle i € I.

Gilt (2*® — x(z)) fi(z*) > 0 fiir ein ¢ € I und alle x € S(T'), so beschreibt z* € S(I") eine
zulas51ge Situation fiir Spieler 7. Das ist genau dann der Fall, wenn f;(z*) = 0 oder S(™) im
Halbraum {z € R"™) | 27 f;(z*) < 27 f;(z*)} enthalten ist.

Beispiel 2.10 Gegeben sei ein Zwei-Personenspiel in dem jeder Spieler i € {1,2} drei Strate-

gien {sg ,sgl ,33 } besitzt und in dem beide Auszahlungsfunktionen gegeben sind durch

1\2 ‘ 852) sgz) sgz)

H: % T1 0 -9
sV o 0 -7
)

sl -9 —7 -7

Bezeichnet A die gemeinsame symmetrische Matrix der Auszahlungsfunktionen, so ist

— 9y3 Ty — 9,’1}'3
f(z,y) = (Ay, Az) = ~Tys : —Txs
=9y — Tys — Ty3 =9z — Twy — Tx3

Durch Priifung der Bedingungen aus Satz 2.13 findet man, dafl die gemischte Erweiterung des
Spiels genau die drei Gleichgewichtspunkte (sg ), s )), (sg ), NS )) und (sgl), sg )) besitzt.

Die beiden Gleichgewichtspunkte (sg),sg)) und (83 ,sg)) sind fiir beide Spieler mit einer
geringeren Auszahlung verbunden als (sg ),sg )) und konnen daher kaum als ,Losung des
Spiels“ angesehen werden. Aufgrund solcher Probleme hat es seit den siebziger Jahren ver-
mehrt Anstrengungen gegeben den Begriff des Gleichgewichtspunktes dahingehend zu verfei-
nern, dafl solche unplausiblen Gleichgewichtspunkte ausgeschlossen werden. Eine, fiir die Spiel-
theorie grundlegende und allgemein anerkannte Verfeinerung stammt von Selten, der fiir seine
Arbeiten iiber Gleichgewichtspunkte 1994, zusammen mit Nash und Harsanyi, den Nobelpreis

fiir Wirtschaftswissenschaften erhielt.

Definition 2.14 Sei I = (I, {S;}ier, {Hi}ier) ein endliches nichtkooperatives n—Personenspiel.
Dann ist eine Situation ¢ in gemischten Strategien genau dann ein perfekter Gleichgewichtspunkt
von I', wenn es eine Folge {o(")},cn von Situationen aus

30 = {0 eX | oi(s;) > 0 fiir alle s; € S; und alle i € I}
gibt, so daf} fiir alle 7 € I folgende Bedingungen erfiillt sind:
(1) limg o az(k)(sz) = O'Z'(SZ') fiir alle s; € S;.

(i) o®||o; ist fiir 4 eine zuldssige Situation (in gemischten Strategien).
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Da die Erwartungswerte FE; stetige Funktionen auf der Menge der Situationen in gemischten
Strategien sind, implizieren Bedingung (i) und (ii), da8 o|lo; = o zuléssig ist fiir alle ¢ € 1.
Jeder perfekte Gleichgewichtspunkt in einem endlichen nichtkooperativen n—Personenspiel ist
also ein Gleichgewichtspunkt (in gemischten Strategien).

Wenn wir o wieder als Punkt 2 € S(I") auffassen, beschreibt x einen perfekten Gleichgewichts-
punkt genau dann, wenn es eine Folge aus int (S(I")) gibt, die gegen z konvergiert und fiir die
@ fiir alle Folgenglieder eine beste Strategie fiir Spieler 7 ist. Insbesondere ist jeder Gleichge-
wichtspunkt, der durch ein z € int (S(T")) beschrieben wird, perfekt.

Beispiel 2.11 (Fortsetzung) In Beispiel 2.10 gibt es genau drei Gleichgewichtspunkte, aber
nur (sgl), s§2)) und (sgl), 352)) sind perfekt.

Allgemein gilt

Satz 2.14 (Selten) Jedes endliche nichtkooperative n—Personenspiel besitzt einen perfekten
Gleichgewichtspunkt.

Im Folgenden wird eine alternative Beschreibung perfekter Gleichgewichtspunkte gegeben.

Definition 2.15 Sei I' = (I, {S;}icr, { H; }ic1) ein endliches nichtkooperatives n—Personenspiel.
Dann ist eine Situation o € 3° in gemischten Strategien genau dann ein e-perfekter Gleichge-
wichtspunkt, wenn

aus E;(o||si,) < Ei(0||ss,), fir si,,s:, € Si,  0i(si,) < € folgt.

Satz 2.15 Sei ' = (I,{S;}icr, { Hi}icr) ein endliches nichtkooperatives n—Personenspiel. Dann
ist ein Gleichgewichtspunkt o von T' genau dann perfekt, wenn es eine Folge €,-perfekter Gleich-
gewichtspunkte o'®) gibt, so daf

lim e, =0 wund lim Jgk)(si) = 0;(s;) fiir alle s; € S; und allei € I.

k—o0 k—o0
Ein perfekter Gleichgewichtspunkt ist also ein Gleichgewichtspunkt der durch gemischte Strate-
gien approximiert werden kann, in denen jede reine Strategie mit nicht verschwindender Wahr-
scheinlichkeit gewahlt wird, aber mit beliebig kleiner, wenn die Wahl der reinen Strategie ein
Fehler wire. Diese Charakterisierung motiviert folgende Verschéirfung von Myerson.

Definition 2.16 Seil' = (I, {S;}icr, {Hi}ier) ein endliches nichtkooperatives n—Personenspiel.
Dann ist eine Situation ¢ € 3° in gemischten Strategien genau dann ein e-properer Gleichge-
wichtspunkt, wenn

aus E;(o||si,) < Ei(o]|si,) fiir sy, 8i, € Siy  0i(si,) < €-0i(ss,) folgt.

Ein Gleichgewichtspunkt heifit proper, wenn es eine Folge ex-properer Gleichgewichtspunkte
o) gibt, so daf

lime =0 und lim Jgk)(si) = 0;(s;) fiir alle s; € S; und allei € I.
k—00 k—00
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Ein properer Gleichgewichtspunkt ist also ein Gleichgewichtspunkt der durch gemischte Strate-
gien approximiert werden kann, in denen jede reine Strategie mit nicht verschwindender Wahr-
scheinlichkeit gew#hlt wird, aber mit wesentlich geringerer Wahrscheinlichkeit, als eine reine
Strategie die grofleren Gewinn verspricht. Gréfere Fehler werden also mit wesentlich geringerer
Wahrscheinlichkeit begangen. Mit Satz 2.15 ist klar, dafl jeder propere Gleichgewichtspunkt
perfekt ist. Die Umkehrung gilt i.A. nicht.

Beispiel 2.12 (Fortsetzung) In Beispiel 2.10 gibt es genau einen properen Gleichgewichts-

punkt, ndmlich (59), sg2)).

Allgemein gilt die folgende Aussage, fiir die wir hier keinen Beweis angeben.

Bemerkung 2.9 (Myerson) Jedes endliche nichtkooperative n—Personenspiel besitzt einen
properen Gleichgewichtspunkt.

Bemerkung 2.10 Es gibt zahlreiche Arbeiten und Literatur iiber Verfeinerungen von Gleich-
gewichtspunkten endlicher Spiele. Dabei interessiert man sich vor allem fiir folgende Eigen-
schaften:

1. Es sollte einen allgemeinen Existenzsatz geben.

2. Losungen sollten unabhiingig von kleinen, ,irrelevant erscheinenden“ Anderungen des
Spiels sein.

3. Es sollten Gleichgewichtspunkte ausgeschlossen werden, die ,intuitiv unplausibel® sind.

4. Es sollten keine Gleichgewichtspunkte ausgeschlossen werden, die ,intuitiv plausibel®
sind.

Bis heute ist keine Verfeinerung bekannt, die diesen Anforderungen umfassend geniigt. Eine
solche zu finden bleibt dem interessierten Leser iiberlassen ...

2.9 Bimatrixspiele

Definition 2.17 Ein endliches nichtkooperatives Zweipersonen-Spiel heif3t Bimatrizspiel.

In einem Bimatrixspiel ist es mdoglich die Auszahlungsfunktionen in Matrizen A, B € R™*"
festzuhalten. Gilt A = —B so handelt es sich um ein Matrixspiel. Wie bei den Matrixspielen
kénnen die Spieler ihre gemischten Strategien aus Simplizes X C R™ und Y C R” auswiéhlen.
Im Folgenden soll eine Methode angegeben werden, mit der alle Gleichgewichtspunkte eines
Bimatrixspiels bestimmt werden kénnen.

Satz 2.16 (z,y) € X x Y ist genau dann ein Gleichgewichispunkt des Bimatrizspiels mit
Matrizen A, B, wenn es Zahlen a, 3 gibt, so daf

c o o o

z Ay —
z' By —

Ay — ae
BTz — Be

IN A
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Man kann wegen Satz 2.16 auch vom Gleichgewichtspunkt (x, y, v, 8) sprechen. o und 3 sind die
zu (z,y) gehorenden Gewinnerwartungen von Spieler 1 und 2. Im Folgenden seien die Polyeder
S, T definiert durch

S={(z",8)"|B'z—Be<0, z€ X}
und

T={(y"0)"|Ay—0ae<0, ycY}.
Definition 2.18 Das Quadrupel (xg, 3o, g, Bo) heiit extremaler Gleichgewichtspunkt, wenn
(zg,B0)" eine Ecke von S und (yq, )" eine Ecke von T ist mit x4 (A + B)yo = ap + Bo.

Der folgende Satz zeigt, dal sich die Menge aller Gleichgewichtspunkte aus Konvexkombina-
tionen extremaler Gleichgewichtspunkte zusammensetzt.

Satz 2.17 Das Quadrupel (z,y, o, B) ist ein Gleichgewichtspunkt genau dann, wenn
(l‘aﬂ) :Z)\Z(xszZ)a (ya Oé) :Z/'Lj(yjaaj)a )\ia/'bj 2 Oa Z)\z :Zluj = 1;
i=1 j=1 i=1 j=1

und alle Kombinationen (x;,y;, aj, B;) extremale Gleichgewichtspunkte sind.

Beispiel 2.13 Das Bimatrixspiel I' sei gegeben durch die Matrizen

2 1 2 1 2 2
a=(130) m=(533)

Als Ecken von S ermittelt man 2 = (1,0,2)T, 2 = (0,1,3)T und #® = (1/2,1/2,2)" und
die Ecken von T sind y = (1,0,0,2)", y® = (0,1,0,3)7, y® = (0,0,1,2)T, y® = (2,£,0,5)T
und y® = (0,1,4, 4T,

Durch Priifung der Bedingung aus Definition 2.18 ergeben sich die extremalen Gleichgewichts-
punkte aus den Kombinationen (z(M, y®), (z,4®), (z®,y®) und (), y®); die Gesamtheit
der Gleichgewichtspunkte aus

{W} > {[y®, 991} U {a9 x {[yW, ™)} U {[z0, 2P} x (P}
Beschriankt man sich darauf, nur einen Gleichgewichtspunkt zu finden, so ergibt sich noch ein
wirkungsvollerer Zugang. Dabei benutzt man, dafl alle Bimatrixspiele mit Matrizen A + ¢, F,
B+ @F, q1,92 € R, strategisch dquivalent sind. Damit kénnen wir O.B.d.A. annehmen, dafl
alle Eintrdge in A und B negativ sind.

Satz 2.18 Sei ' ein Bimatrizspiel mit Matrizen A, B, deren FEintrdige alle negativ sind. Dann
bestimmt jede Lisung (u,t, z,2) von

min{u'z+4"2 |u+A2=—e, u>0,2>0, 4+B'z=—e, 4>0, z>0},

durch a = —(e'2)7!, B=—(e"2)™! und x = —Bz, y = aZ eineindeutig einen Gleichgewichts-
punkt (z,y,a, B) von T.

Damit ist das Problem des Auffindens eines Gleichgewichtspunktes zuriickgefiihrt auf ein Op-
timierungsproblem, daf} sich z.B. mit dem Wolfeschen Verfahren (vgl. Optimierung I) lsen
1aBt. Dabei ist gewihrleistet, dafl der Minimalwert 0 angenommen wird. In der Praxis wird
allerdings in den meisten Fillen nicht das Verfahren von Wolfe, sondern eine dem speziellen
Problem angepafite Variante angewandst.
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2.10 Spiele iiber dem Einheitsquadrat

Ein wichtiger Typ unendlicher Spiele ist der, bei dem die Spieler ein Kontinuum von reinen
Strategien besitzen, die fiir gewohnlich als Intervall [0, 1] dargestellt werden.

Definition 2.19 Ein Spiel diber dem Einheitsquadrat ist ein Nullsummenspiel fiir zwei Spieler
mit Strategiemengen [0, 1].

Die Auszahlung (an Spieler 1) ist eine auf dem Einheitsquadrat [0,1] x [0, 1] definierte Funk-
tion H(z,y), durch die ein Spiel I' iiber dem Einheitsquadrat eindeutig bestimmt ist. Aus
der Wahrscheinlichkeitstheorie ist bekannt, dafl eine gemischte Strategie (ein Wahrscheinlich-
keitsmaf}) durch eine Verteilungsfunktion F' : R — R beschrieben werden kann. Diese hat die
Eigenschaften

(i) F ist monoton wachsend;
(ii) F(z) =0 fiir x <0 und F(z) =1 fiir z > 1;

(iii) F ist rechtsseitig stetig, d.h. F (zg) := lim> F(z) = F(x) fiir alle zp € R .
T—T0,L>TQ
F(z) entspricht der Wahrscheinlichkeit, daf§ die Zahl aus [0, z] gegriffen wird. Die Wahrschein-
lichkeit, daf die Zahl aus dem Intervall (a, b] C [0, 1] gegriffen wird, ist dann F'(b)—F(a) > 0. Ei-
ne reine Strategie zo € [0, 1] kann dargestellt werden durch die Verteilungsfunktion F, (x) = 0,
fiir x < o und Fy,(z) = 1, fiir £ > 0. Eine wichtige Eigenschaft von Verteilungsfunktionen ist

Lemma 2.3 Sei F': R — R eine Verteilungsfunktion. Dann existieren die links— und rechts-
seitigen Grenzwerte F_(x) und F(x) fir alle x € R und F ist bis auf hochstens abzihlbar viele
Punkte stetig.

Wihlt Spieler 1 eine reine Strategie z € [0, 1] und Spieler 2 eine gemischte Strategie (Vertei-
lungsfunktion) G, so kann die erwartete Auszahlung approximiert werden durch

ZH(% ni)(G(y;) — G(yj-1)),

mit einer Partition {yo = —¢,... ,y, = 1} von [—¢, 1], € > 0, und Zwischenpunkten n; €
[yj—1,Y;]. Konvergieren diese Summen gegen einen festen Wert, wenn man die Feinheit der
Partition (max;j—1,. ,y; —y;—1) gegen 0 gehen 148t, so wird dieser Wert das Riemann—Stieltjes—
Integral von H(x,-) beziiglich G genannt. Wir schreiben fiir die erwartete Auszahlung im Falle
der Existenz

1
E(z,G)= | H(z,y)dG(y /H:cde

Man beachte, dafl das Riemann—Integral ein Spezialfall mit G(y) = y ist. Wihlen Spieler 1 und
2 die gemischten Strategien F' und G, so ist die erwartete Auszahlung das Riemann-Stieltjes
Doppelintegral

E(F,G) = | H(z,y)d(F(z),G(y)), (2.8)

R2
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das eine Verallgemeinerung des Riemannschen Mehrfachintegrals ist. Im Falle der Existenz, die
wir hier stets voraussetzen, gilt analog zum Satz von Fubini fiir Riemann-Integrale

E(F,G) = /E(Fy ) dG(y //H:cde ) dG (y)

- //nydG )dF(z) = / E(z,G)dF ().

Wenn die Integrale fiir alle F' und G aus der Menge V aller Verteilungsfunktionen existieren, so
ist die gemischte Erweiterung I'* (vgl. Bemerkung 2.2) von I' durch die Funktion £ : VxV +— R
eindeutig bestimmt.

Definition 2.20 Sei I' ein, durch die Auszahlungsfunktion H : [0,1]*> — R definiertes Spiel
iiber dem Einheitsquadrat, fiir das die Integrale in (2.8) fiir alle F, G € V existieren. Dann ist
die Erwartungsfunktion £ : ¥V X V +— R eine Beschreibung der gemischten Erweiterung von I'.
Bemerkung 2.11 Analog lassen sich gemischten Erweiterungen von n-Personenspielen be-
schreiben, in denen jeder Spieler i ein abgeschlossenes Intervall [a;, b;] an reinen Strategien
besitzt.

Im Folgenden werden einige Aussagen iiber Riemann—Stieltjes—Integrale benotigt. Diese fassen
wir zusammen in

Bemerkung 2.12 Aus der Analysis weifl man:

1. Existieren die Integrale fab fi(z) dg(x) und f f(z)dg;(x) fiir i = 1,2, so existieren auch
die folgenden Integrale und fiir /\1, )\2 € R gilt

/ab(A1f1<)+A2f2( /f1 ) dg(z +A2/ f2(@) dg(a

/ F(2) d(agr + Moga) () = A / £(z) dgy () + A, / f(z) dgs(x).

2. Existiert f: f(z)dg(x) und ist a < ¢ < b, so existieren auch die folgenden Integrale und

es gilt
/f ) dg(x /f ) dg(x /f ) dg(x

3. Ist f auf [a,b] Riemann—integrierbar und ¢ auf [a,b] differenzierbar und ¢’ Riemann—
integrierbar, so existiert fab f(z)dg(z) und es gilt

[ 1erae - [
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4. Eine Funktion g : [a, b] — IR heifit von beschrinkter Variation, wenn

—supZ|g g(xis1)| < oo,

wobei das Supremum {iber alle Partitionen Z = {zy = a,...,z, = b} von [a, b] genommen
wird. Insbesondere sind monotone Funktionen und damit auch Verteilungsfunktionen F
(mit V(F) = 1) von beschrénkter Variation.

Ist f auf [a b] beschrénkt, g auf [a, b] von beschrénkter Variation und existiert das Integral
f flz , so gilt

z)dg(z)| < V(g)- sup f(z).

z€[a,b]

Die Existenz des Integrals ist z. B. gewéhrleistet, wenn f auf [a, b] stetig und ¢ auf [a, b]
von beschriankter Variation ist.

5. Es gilt die folgende partielle Integrationsregel: Mit fab f(z) dg(z) existiert auch fab g(x) df (z)
und es gilt

/f(x) d9($)+/ g(x) df (z) = f(b)g(b) — f(a)g(a).

6. Ist g eine Treppenfunktion auf [a,b], die genau an den Stellen x4, ... ,x, Spriinge der
Gréfle hq, ..., hy, besitzt, dann gilt fiir Funktionen f, die in x4, ..., x,, stetig sind,

[ 1@ dg() = Y- slah

7. Es sei fi(z) < fa(x), fiir alle z € [a,b] und g monoton wachsend auf [a, b]. Existieren die
Integrale fab fi(z) dg(x) fiir i = 1,2, dann gilt

/f1 ) dg(z /f2 ) dg(z

Im Folgenden sei £ : V x V — R immer die Beschreibung der gemischten Erweiterung des
Spiels iiber dem Einheitsquadrat mit Auszahlungsfunktion H : [0,1]> — R. Wie bereits in
Satz 2.2 gesehen, besitzt das Spiel genau dann einen einen Gleichgewichtspunkt in gemischten
Strategien, wenn

vy :=supinf E(F,G) und ve := infsup E(F, G).
F G G F
angenommen werden und dariiberhinaus v; = vy gilt. Wegen Lemma 2.2 gilt immer v; < vs.
Das folgende Lemma zeigt, dafl es geniigt, wie im Falle der Matrixspiele, die inneren Extrema

iiber die reinen Strategien zu bilden:
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Lemma 2.4 Es gilt v; = supinf E(F,y) und vy = igfsup E(z,G).
F Y z

Wir wollen nun zeigen, dafl Spiele iiber dem Einheitsquadrat mit stetiger Auszahlungsfunktion
H(xz,y) (auch Kern genannt) einen Gleichgewichtspunkt besitzen.

Lemma 2.5 Ist H : [0,1]> — R stetig, so gilt fiir alle Verteilungsfunktionen F und G, daf die
Funktionen

v B(Ey) = [ Hlz.)dF@)
und
z+— E(z,G) = /RH(x,y) dG(y)

stetig sind in [0, 1].

Definition 2.21 Eine Folge {F, },cn von Verteilungsfunktionen heifit im wesentlichen konver-
gent gegen eine Verteilungsfunktion F, wenn lim F,,(x) = F(z) fiir alle Stetigkeitsstellen z von
n—o0

F gilt.

Es gelten die folgenden beiden Sitze von Helly.

Satz 2.19 (Helly) Jede Folge von Verteilungsfunktionen {F,}nen enthdlt eine Teilfolge, die
im wesentlichen gegen eine Verteilungsfunktion F' konvergiert.

Satz 2.20 (Helly) Sei {F,}n,en eine Folge von Verteilungsfunktionen, die im wesentlichen
gegen eine Verteilungsfunktion F konvergiert. Ferner sei f : R — R in [0, 1] stetig. Dann gilt

lim [ f(z)dFy(z) = /R f(z) dF (z).

n—oo R
Satz 2.21 Sei ' ein Spiel iber dem Einheitsquadrat mit stetigem Kern H(z,y). Dann gilt

v = mlgxminE(F, y) =v(l) = m(;nmaxE(x, G) = v,.
Y T
Bemerkung 2.13 Der Beweis zeigt, dafi sich der Wert und die optimalen Lésungen des Spiels
durch Losungen bestimmter Matrixspiele annéhern lassen. Dabei hingt die Giite der Approxi-
mation vom Kern ab.

Satz 2.21 zeigt, dal die Spieler in einem Spiel iiber dem Einheitsquadrat mit stetigem Kern
optimale gemischte Strategien besitzen. Fiir eine grofle Klasse von Spielen besitzen sie sogar
optimale reine Strategien.

Definition 2.22 Ein Spiel iiber dem Einheitsquadrat heift konkav—konvex, wenn sein Kern fiir
jeden Wert von y konkav bzgl. z und fiir jedes x konvex bzgl. y ist.
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Satz 2.22 Fin konkav-konveze Spiel iber dem FEinheitsquadrat mit stetigem Kern H(z,y) be-
sitzt optimale reine Strategien.

Beispiel 2.14 Man betrachte das Spiel iiber [0, 1]? mit Kern H(z,y) = —22?+y?+3zy—1—2y.
Wegen H,,(z,y) = —4 und Hy,(z,y) = 2 ist das Spiel (streng) konkav-konvex. Fiir festes
stellt man durch eine einfache Kurvendiskussion fest, dal H(z,y) genau dann minimal wird,
wenn

| (2-32)/2, firze]0,2/3]
y = () = { 0, fiir z € [2/3,1]

Entsprechend wird fiir festes y H(x,y) genau dann maximal, wenn

B 0, fiir y € [0,1/3]
T =Y(y) = { (3y — 1)/4, fiir Z € [1/3,1]

Fiir optimale Strategien z*, y* gilt H(z*, p(2*)) = H(¢(y*),y*). Aufgrund von H (z*, ¢(z*)) <
H(z*,y*) < H(¥(y*),y*) und wegen der strengen Konvexitidt bzw. Konkavitét gilt somit z* =
¥(y*) und y* = p(z*). Als Gleichgewichtspunkt ermittelt man z* = 4/17, y* = 11/17 und der
Wert des Spiels ist v = H(z*,y*) = —13/17.

2.11 Das Oligopolspiel

In der Okonomie bezeichnet man als Oligopol eine Wettbewerbssituation, bei der n > 2 Pro-
duzenten versuchen, in einem Markt ein bestimmtes Produkt abzusetzen. Als Modell fiir die
Konkurrenz unter n Oligopolisten soll im Folgenden ein strategisches n—Personenspiel verwen-
det werden, bei dem zwar einige vereinfachende Annahmen gemacht werden, das sich aber
dennoch gut zur exemplarischen Beschreibung der Anwendungsmoglichkeiten der Spieltheorie
in den Wirtschaftswissenschaften eignet.

Es wird vorausgesetzt, da§ die n Produzenten ein beliebig teilbares Produkt (z. B. Benzin,
Heizol, Bier etc.) herstellen. Dabei mége der Produzent 4 iiber eine Produktionskapazitit K;
verfiigen, 7 = 1,...,n. Seine reinen Strategien bestehen nun darin, eine bestimmte Menge
z; € [0, K;] seines Produktes herzustellen und auf dem Markt anzubieten, so daf insgesamt
eine Menge von » ., z; angeboten wird. Der Preis pro Einheit richtet sich nach der insgesamt

angebotenen Menge und wird mit
r=1(30e)
i=1

bezeichnet. Die dadurch gegebene Funktion f : [0, | K;] — Ry gibt also zu einer angebo-
tenen Menge denjenigen Preis pro Einheit an, bei dem gerade das Angebot mit der Nachfrage
iibereinstimmt. Deshalb wird f auch als Nachfragefunktion bezeichnet. Wenn der Produzent 7
dann x; Einheiten seines Produktes anbietet, kann er dafiir am Markt einen Gesamtbetrag von

54



erlésen. Um seinen unternehmerischen Gewinn zu errechnen, sind von diesem Erlés noch die
Kosten k;(x;) fiir die Herstellung der z; Einheiten abzuziehen.
Wir machen die folgenden, vereinfachenden Annahmen:

(i) f ist eine stetige, in einem Intervall [0, s] C [0, min; K] streng monoton fallende, zweimal
stetig differenzierbare Funktion.

(i)
(i)
)
)

f(0) > 0 und f(z) =0, fiir alle z > s.
"(x) <0, fiir alle z € [0, .
k

(iV 1::kn:k : [O,maXiKi]—)R>0.

(v) k ist eine streng monoton wachsende, zweimal stetig differenzierbare Funktion mit £”(x) >
0, fiir alle z € [0, max; K;].

Wenn die Produzenten nun die Mengen x4, ... ,z, ihres Produktes herstellen, macht der i—te
Hersteller einen Gewinn von

Hi(x1,...,2,) == x;f (ixj) —k(z;), i=1,...,n. (2.9)

Definition 2.23 Das nichtkooperative n-Personenspiel (I, {[0, K;]}er, {H;ter) mit Auszah-
lungsfunktionen H; wie in (2.9) heifit Oligopolspiel.

Die 6konomische Entscheidungssituation, welche Mengen z; € [0, K;] die einzelnen Produzenten
unabhéingig voneinander auf dem Markt anbieten sollen ist eine klassische Fragestellung der
Okonomie und kann mit Hilfe des entsprechenden Oligopolspiels analysiert werden. Fiir den
Spezialfall n = 2 des Duopols ist der Begriff des Gleichgewichtspunktes seit langem (1838) als
Cournotscher Duopolpunkt bekannt. Allgemein gilt

Satz 2.23 Das n-Personen Oligopolspiel (I, {[0, K;|}icr, {Hi}icr) besitzt unter den Voraus-

setzungen (i)—(v) genau einen Gleichgewichtspunkt (z3, ..., xk), mit x5 = ... = z}. Dabei gilt

zi =0 falls k¥'(0) > f(0), und im Falle k'(0) < f(0) ist 7 die einzige Lisung der Gleichung
f(nz) + 2 f'(nz) — K'(z) =0,
die im Intervall [0, 2] liegt.

Beispiel 2.15 Bei einem aus drei Produzenten bestehenden Oligopol mit der Nachfragefunk-
tion

| 124 —z, fiir z € [0,124]
J(@) = { 0, fiirz>124

und der Kostenfunktion

k(z) =4z
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erhélt man die Gleichgewichtsproduktion z; = 30 als Losung von
(124 — 3z) + z(—1) —4=0.
Bei dieser Gleichgewichtsproduktion erzielt jeder der drei Produzenten einen Gewinn von
H;(30,30,30) =30- (124 —90) —4-30 =900, i=1,2,3.

Wie in Beispiel 2.2 (Gefangenendilemma) lohnt es sich zu kooperieren, also ein Kartell zu
bilden. Die Absprache, dafl jeder von ihnen nur 20 Einheiten produziert fiihrt ndmlich dazu,
daBl jeder einen Gewinn von 20 - 64 — 4 - 20 = 1200 erzielt, also ein Drittel mehr als bei der
errechneten Gleichgewichtsproduktion. Allerdings ist diese Situation nicht stabil: Verdoppelt
einer der Spieler seine Produktion, so erhélt dieser einen Gewinn von 40 - 44 — 4 - 40 = 1600,
die beiden anderen jedoch nur 20 - 44 — 4 - 20 = 800.
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