Kapitel 1. Grundlagen

1.1 Das Rechnen mit Zahlen

Wir gehen in dieser Vorlesung mit folgenden
Zahlbereichen um:

N: naturliche Zahlen 1,2,3,4.5, ...
Zi. ganze Zahlen ..., -3,—-2,—-1,0,1,2,3,...

Q: rationale Zahlen: das sind die Zahlen,
die man als Quotient g zweier ganzer
Zahlen p und ¢q schreiben kann.

Es gibt auch nicht rationale (irrationale) Zahlen, z.B.
V2 oder .

IR:  reelle Zahlen: rationale und irrationale Zahlen.

Wenn wir uns auf die positiven (negativen) Zahlen
beschranken wollen, setzen wir ein hochgestelltes +
(—) Zeichen hinter unser Symbol, also Z*, QT und R™
sowie Z~, Q™ und R™. Beachte Z™ = N. Wenn wir in
unsere Zahlbereiche auch noch die 0 einschlieBen wollen,
schreiben wir eine tiefergestellte 0 hinter unser Symbol,
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also bezeichnet z.B. Ny die Zahlen 0,1,2,3,.... Diese
Menge bezeichnet man auch als die Menge der nicht
negativen ganzen Zahlen!

Es folgen nun einige einfache Rechenregeln:

Binomische Formeln

B1] (a+b)* = a*+ 2ab+ b
B2)] (a—b)? = a°®—2ab+ b
B3] (a+b)(a—b) = a®—0b?

Beispiel 1. Wir konnen die binomischen Formeln
nutzen, um Produkte effizient auszurechnen:

e 19-21 = (20—1)-(20+1) = 20*—12 = 400—1 = 399

e 101% = (100 + 1)? = 100% +2-100 - 1 + 12 = 10201
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Potenzen und Wurzeln

Wir schreiben fur das n-fache Produkt von a auch a™:

a Basis, n Exponent oder Potenz. Fur das Rechnen mit
Potenzen gelten folgende wichtige Rechenregeln:

L 1
P1] a"=—fira#0, neN
an

P2] a"a™ = a™™™ firn,m € Z
P3] a”a ™™ =a" ™ firn,m € Z

P4]  a™b™ = (ab)”™

ps] L — (g)nﬁjrb#o,nEN.
Rk b
P6] (a™)™ = a™™ fiir n,m € Z

P7] a’=1fiira#0
P8l /b= bn
POl Vo = (Vb)™ = b

Beachte, dass es keine Moglichkeit gibt, a"b™ zu
vereinfachen.
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Der Ausdruck 0° ist nicht definiert.

Beispiel 2.
©23.24=(2.2.2).(2-2.2-2) =231 =27 =128,
¢ 25.65=1(2-2-2)-(6-6-6) =(2-6)°=12°>=1728

e Die Zahl 102 hat in ihrer Dezimaldarstellung 12
Nullen. Das ist schon eine sehr groBe Zahl. Die Zahl
(10'2)10” hat in ihrer Dezimaldarstellung 12 - 1012
Nullen. Diese Zahl ist unvorstellbar groB. Nicht
ganz ernstgemeinte Schatzungen sagen, dass dies die
Wahrscheinlichkeit ist, dass menschliches Leben durch
“quantum teleportation” auf den Mars ubertragen
werden kann! Dieses Beispiel soll lhnen zeigen, wie
astronomisch gross Zahlen werden konnen, wenn sie
potenziert werden.

b
_ P 4 a
e a’b3a*c % e = a%b e 1——4
cb
VZ A Y2 1223  1.22/3 1119
3 :x4y532:x4 3y5 2:x1y10
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Logarithmus

Die Umkehrung des Potenzierens ist das Logarithmieren.

Gilt a® = b, a,b > 0, a # 1, so heiBt = der
Logarithmus von b zur Basis a. Bezeichnung:
x = log,(b).

Manchmal lassen wir die Angabe der Basis auch weg. Ist
die Basis 10, sprechen wir vom dekadischen Logarithmus.
Ist a die Eulersche Zahl e ~ 2,7182..., heisst der
Logarithmus naturlich. Der naturliche Logarithmus wird
meistens mit In bezeichnet, der dekadische Logarithmus
mit lg.

Wir halten noch einmal explizit fest:

aloga(b) — p
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Fur das Logarithmieren gelten folgende Rechenregeln:

L1]  log(z - y) = log(z) + log(y)
2] tog () = log(a) ~ log(v
L3] log(z™ )—n log(x)

(

L4]  log({/x) = —10g z)
L5] log(z~1) = —log(x).

Fur die konkrete Berechnung von Logarithmen benotigt
man eigentlich nur die Kenntnis der Logarithmen zu
einer bestimmten Basis:

Seien a,b > 0 und a,b # 1. Dann gilt
1
L6 log,(x) = 22

Wir konnen uns dies wie folgt klarmachen. Wir schreiben
[L6] etwas um:

log,(z) - logy(a) = logy ().

Nenne die linke Seite y. Wir missen uns uberzeugen,
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dass ¥ = x gilt, denn dann ist ja y = log,(z):

pY — ploss(a)-logg(z)

_ (blogb(a))k’ga”’ _

= q'%8a® = g
Beispiel 3.

log,,(1000) 3

Probe: 1003/2) = 100! -100(1/2) = 100-10 = 1000.

Beispiel 4. Wir wollen die Gleichung

2logz = log 125 — log 5
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losen. Dazu formen wir die linke und rechte Seite
um, indem wir die Grundregeln fur das Logarithmieren
benutzen:

125
log(z?) = log i log 25,

also 2 = 25, also x = 5 oder z = —5.

Beispiel 5. Wir wollen
1
log Vab — 5 log b
vereinfachen. Es gilt

1 1 1
log Vab = log[(ab)'/?] = 5 log ab = iloga + 5 log b,

also

1 1 1 1 1
loec Vab — =1 = —1 —1 ——1 = —1 .
og vV ab 5 og b 5 oga—l—2 og b 5 og b 5 og a
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Beispiel 6. Sie haben ein Kapital von 1000 €, das Sie
mit 5 Prozent jahrlich verzinsen. Wie lange dauert es,
bis sich |hr Kapital verdoppelt?

Losung: Wir mussen die Gleichung
1.05* - 1000 = 2000

nach x auflosen. Wir erhalten

1.05% =2
also log 2
0og
— ~ 14.20067.
v log 1.05

Es dauert also etwas mehr als 14 Jahre.
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1.2 Gleichungen

Ein zentrales Thema der Algebra ist das Losen von
Gleichungen. Ganz einfach ist dies fiir sogenannte lineare
Gleichungen

a-r=2~0

Wenn hier a # 0 ist, konnen wir beide Seiten der

Gleichung durch a dividieren und erhalten als Losung
b

r = —.
a

Die positive Losung einer Potenzgleichung der Form

z®>=0b,b>0

ist z = Vb Beachte: Der Ausdruck /b ist
vereinbarungsgemal immer positiv.

Man beachte den Unterschied zur Exponentialgleichung

a®*=b,a,b>0

Die Losung der Exponentialgleichung ist z = log,(b).
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Beispiel 7.

e Die Losung von z* = 16 ist z = 2. Die Gleichung
z* = —16 hat keine Losung in R. Deshalb setzen wir

fur Potenzgleichungen stets b > 0 voraus.

e Die Losung von 3% = 81 ist x = 4.

Die Losungen von quadratischen Gleichungen der Form

ax?+br+c=0, a#0

sollten aus der Schule bekannt sein. Die Losungen sind

—b+ b2 — dac
Ty = » :

Machen wir uns noch einmal klar, wie man auf diese
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Losung kommt. Wir setzen a # 0 voraus:

ar’ +br+c=0
b C

P+ =——
a a

:I:Q—I—éa:—i— i 2——E—l— i 2
a 2]  a 2a

b ? c+b2

T+ —| = ——4+ —

2a a 4a?
b Vb2 — dac
¥

w+2a, 2a
—b+ b2 — dac

L4 = .

2a

Weil es keine Wurzeln aus negativen Zahlen gibt, kann
es passieren, dass eine quadratische Gleichung keine oder
nur eine oder zwei Losungen hat:

o Ist b2 — 4ac > 0, so gibt es zwei Losungen.
o Ist b — 4ac = 0, so gibt es eine Losung.

o Ist b2 — 4ac < 0, so gibt es keine Losungen.
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Beachten Sie, dass sich die Losungsformel vereinfacht,
wenn a = 1 ist. Wir erhalten dann als Losung der
Gleichung

*+pr+q=0

die sogenannte p-g-Formel:

I e
2

x4
Beispiel 8.
202 + br =3
27° +5x —3 =0
—5++v/25+24 —HL7
x:l: — =
4 4
Ly = 9’ r_ =
Eine Probe zeigt
5 1
2% +5x—3:2(a:—|—3)(x—§).

Manchmal kann man kompliziertere Gleichungen auf
quadratische Gleichungen zuruckfuhren.
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Wir wollen beispielsweise die Gleichung

ax” + bx" 1 4+ ez 2 =0

losen (n > 2). Wir klammern dazu z™ 2% aus und
erhalten die Gleichung

" ?(az® + bxr + ¢) = 0.

Nun ist ein Produkt von zwei Zahlen genau dann gleich
Null, wenn einer der beiden Faktoren gleich Null ist. Wir
erhalten als Losungen also

g — 0
—b+ Vb2 — dac
r1 =
2a
—b— /b2 — dac
Iy —
2a

Beispiel 9. Finde alle z mit
T+2=+4—ux. (1)
Wir quadrieren beide Seiten und erhalten so
(x+2)°=4—z.
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also
(z+2) =z +4x+4=4—z

oder
2’ +5z = 0
r(5+z) = 0
Das geht aber nur fir £ = 0 oder x = —5. Wir

mussen jetzt aber aufpassen! Durch das Quadrieren
der Gleichung haben wir vielleicht unerwunschte neue
Losungen erhalten. Beispiel: x = —3, Quadrieren liefert
z? = 9, als Losungen also £ = +3, aber z = 3 war
keine Losung der ursprunglichen Gleichung! Wir mussen
also, wenn wir beim Losen von Gleichungen quadrieren,
mit den erhaltenen Losungen immer eine Probe machen,
d.h. in die ursprungliche Gleichung einsetzen.

Wir machen also die Probe: Setzen wir 0 in die Gleichung
(1) ein, so erhalten wir 2 = /4, richtig. Beim Einsetzen
von —5 ergibt sich —3 = V9, was falsch ist, da die
Wurzel stets die positive Wurzel sein soll!

Ungleichungen

Wir schreiben a < b falls a echt kleiner als b ist, also
insbesondere a # b. Wenn wir den Fall @ = b auch
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zulassen wollen, schreiben wir a < b. Wenn wir a <
b < ¢ schreiben meinen wir a < b und b < ¢ (und damit
naturlich auch a < ¢. Sinnlos ist ein Ausdruck der Form
a < b>cll

In den beiden folgenden Tabellen sind die
wesentlichen Regeln fir das Rechnen mit Ungleichungen
zusammengefasst:

SU1] Ausa <bundb < cfolgta<ec.

SU2] Ausa<bfolgta+c<b+ec.

SU3] Ausa<bundc<dfolgta+c<b+d.
[SU4]  Aus a < b und ¢ > 0 folgt ac < be.

SU5]  Aus a < b folgt —a > —b.

SU6] Ausa <b, b>0und0<c<dfolgt ac < bd.

. : 1 1
SU7] Aus 0 <a<bfolgt — > b
a
1 1
[SUB] Ausa <0 <bfolgt — < R
a

SU9] Aus 0 < a < b folgt a® < b°.
[ g
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Entsprechend:

Ul] Ausa<bundb<cfolgta<ec.

U2] Ausa<bundbd<cfolgta<ec.

U3] Ausa<bfolgta+c<b+ec.

U4] Ausa<bundc<dfolgta+c<b+d.

U5] Ausa<bundc<dfolgta+c<b+d.

U6] Aus a <bund c> 0 folgt ac < be.

U7]  Aus a <b folgt —a > —b.

U8] Ausa<b b>0und0 < c<dfolgt ac < bd.

U9] Ausa<b, b>0und0 < c<dfolgt ac < bd.
1 1

[UI0] Aus 0 <a <bfolgt — > R
a

[U11] Aus 0 < a < b folgt a? < b2

Lernen Sie diese Regeln bitte nicht stur auswendig!
Der Umgang mit Ungleichungen ist weitgehend
selbsterklarend, wenn man nur beachtet, dass sich das
Ungleichungszeichen “umdreht” wenn man mit einer
negativen Zahl multipliziert (siehe [SU5] und [U7] sowie

[SU8] und [U10]). Es sei auch noch einmal auf [SU6]
hingewiesen:

Aus a < b, b>0und 0 < ¢ < d folgt ac < bd
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Diese Aussage ist falsch fuir b < 0: Setze a = —2,
b=—-1,¢c=1, d =3: Dann ist ac = —2 nicht kleiner
als bd = —3.

Der Absolutbetrag

Sei a eine reelle Zahl. Manchmal interessiert man sich
nur fur den Abstand von a zur 0, gleichgultig, ob a
positiv oder negativ ist. Diesen Abstand nennt man den
Betrag von a:

al a falls a>0
al =
—a falls a < 0.

Beachte: —a > 0 falls a < 0.
Beispiel 10. | — 4| =4, |4/ =4, [0] =0, |z%| >0

Wir erhalten die beiden folgenden einfachen Regeln

lal

lal - [b].

| —a

ja- b

Von groBer Bedeutung ist die Dreiecksungleichung

ja +b] < [a] + b

Mathematik | — WiSe 2002/2003 18



Beispiel 11. o |3—5|=2< 3|+ 5| =8

o | —-2-6|=8<|—2|+]|— 6] =8 (hier haben wir
Gleichheit in der Dreiecksungleichung).

Beispiel 12. Bestimme die Losungsmenge der Ungleichung

21 +x
2x

+1 <5. (2)

Wir formen diese Ungleichung um:

21 +x
2x

<4

Nun mussen wir aufpassen und zwei Falle unterscheiden:
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Fall 1: © > 0

21+ < &z
21 < Tx
r > 3

Fall 2: z <0

214+ x > 8z (weil x negativ ist!)
21 > Tz
3 > «x

Wir konnen jetzt aber nicht sagen, die Losungsmenge
besteht aus allen x mit x < 3, weil wir die Ungleichung
x < 3 ja nur unter der Voraussetzung x < 0 erhalten
haben. Die Losungsmenge besteht in diesem Fall also
aus allen z < 0.

Beachte, dass der Fall x = 0 nicht auftreten kann.
Wir erhalten:

Die Ungleichung (2) ist fiir alle x mit z < 0 sowie fiir
alle x mit x > 3 gultig.
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Beispiel 13. Bestimme die Losungsmenge der Ungleichung

a:—2<a:—|—1
r—1 x+2

(3)

Wir multiplizieren beide Seiten mit (z — 1)(z + 2), um
die Bruche zu beseitigen. Wir konnen das aber nur dann
sorglos tun, wenn dieser Ausdruck positiv ist. Das ist
der Fall fur x > 1 sowie fur z < —2.

Fall 1: x > 1 oder 2 < —2

T — 2 < rz+1
x—1 T+ 2
(x—2)(x+2) < (z—1)(x+1)
z?—4 < z*-1
—4 < -1

Das bedeuet, dass die Ungleichung (3) fiir alle z mit
x > 1 oder z < —2 giltig ist.

Fall 2: -2 <2 <1
Nun gilt
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xr — 2 r+1

x—1 < T+ 2
(x—2)(z+2) > (z—1)(z+1)
2 —4 > z*-1
-4 > -1

und das ist ganz offensichtlich nie erfullt.

Beachte auch hier wieder, dass die Falle z = —2 sowie
z = 1 nicht behandelt werden mussen, da die in der
Ungleichung auftretenden Ausdrucke in den Fallen gar
nicht erklart sind.

Wir halten fest: Die Ungleichung (3) ist gultig fir alle
r€R mitz < —1 und mit x > 2.

Wenn Sie wollen, konnen Sie durch Einsetzen von Werten
dieses Ergebnis erharten:

x = 0.3: Berechne zunachst die linke Seite % = 1—77
dann die rechte Seite von (3): 32 = 2. Offensichtlich ist
die linke Seite groBer als die rechte Seite, die Ungleichung

gilt also fur z = 0.3 nicht.
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= —2.1: Wir erhalten

—4.1 41 -1.1
— = —< —— =11
-3.1 31 " —0.1

Die folgende Skizze illustriert das noch einmal: der
blaue Graph beschreibt die linke Seite, der rote Graph
die rechte Seite der Ungleichung.
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Beispiel 14. Bestimme alle £ mit

zt — 23 —22% > 0. (4)

Um dieses Problem zu losen, versuchen wir, die linke
Seite der Ungleichung zu faktorisieren. Wir konnen
zunichst 2 ausklammern und bekommen

?(z* —x —2) > 0.
Nun faktorisieren wir 2 —xz—2. Wir konnen das machen,
indem wir die Nullstellen bestimmen. Die Nullstellen sind
2und —1, also 22—z —2 = (z — 2)(x +1). Wir miissen
also alle = bestimmen mit z?(z — 2)(z + 1) > 0. Das
Produkt von 3 Zahlen (hier z?, £ — 2 und z + 1) ist
groBer als 0 wenn alle Zahlen > 0 sind oder wenn nur
eine Zahl > 0 ist, die anderen beiden < 0. Alle Zahlen
sind gro sser als 0 wenn x > 2 ist. Zwei Zahlen sind < 0
fur x < —1. Also: Die Ungleichung (4) ist fir = > 2
sowie fur x < —1 gultig. Auch dies wird durch eine
Skizze verdeutlicht:
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16 -
14 -
12

10
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Summen- und Produktzeichen

Ein groBer Vorteil der sehr formalen mathematischen
Sprache ist es, komplizierte Zusammenhange einfach
und klar ausdricken zu konnen. Gerade
auch diese Eigenschaft der Mathematik macht
sie  zu einer geeigneten Hilfswissenschaft der
Wirtschaftswissenschaften.

Seien aq,...,a, reelle Zahlen. Dann schreiben wir statt
ai+as+---+an

auch
n

D i

i=1
(gelesen: Summe der a; mit ¢ von 1 bis n). Der
Laufindex ¢ heisst Summationsindex, 1 und n sind die
untere und obere Schranke. Die untere Schranke muss
nicht 1 sein:

5
Zi2:32+42+52:9+16+25:50.
1=3

Folgende einfachen Regeln gelten fur den Umgang mit
dem Summenzeichen:

Mathematik | — WiSe 2002/2003 27



3

a = (n—k+1)a (aist konstant!)

n

ca; — C Z a;
1=k
n n
Z(ai+bi> = Zai—l—Zbi
) 1=k 1=k
m n

Z a;, = Z a; + Z a;
) 1=k

1=m-—+1
fur k <m < n.

Beispiel 15. Eine Unternehmensgruppe produziert n
Guter. Sei u; ; der Umsatz, den das Unternehmen mit
dem Gut 72 im Monat 5 macht. Der Index ;5 bezeichne
einen Monat und laufe von 1 bis m. Wir erhalten so eine
Matrix oder ein Rechteckschema mit n Zeilen und m
Spalten. Die Spalten bezeichnen die Monate, die Zeilen
die Guter. Dann gilt

m
E u; ; Gesamtumsatz von Gut ¢
g=1
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und

n

Zui’j Gesamtumsatz im Monat j

i=1
Wenn wir den Gesamtumsatz uber alle Monate
ausrechnen wollen, mussen wir die Zahlen addieren.

> Ui, j (5)
i=1 \ j=1

oder . )
DD uiy (6)
j=1 \i=1

Solche Summen nennt man Doppelsummen. Natiirlich
muss in beiden Fallen (5) und (6) dasselbe
herauskommen, also

n m m n
j J j J uz’] — j J j 4 uz’]
i=1 \ j=1 j= i=1

Wenn die Summationsgrenzen bekannt sind, schreibt
man auch einfach

D i

1,]
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Wir halten fest:

n

1=1 71=1 7= 1=1

Es gilt aber im allgemeinen nicht Y  a;> " b =
> L aib;. Setze dazu einfach die in folgender Tabelle
enthaltenen Werte ein:

1=11]1=2
a 2 3
b 4 1
Wir haben
2 2
- a JbZ:5-5:25
=1 =1
aber

Z(azbz) =8 + 3 =11.
=1

Ahnlich wie das Summenzeichen kann man das
Produktzeichen [ einflihren:
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n
Hai:a’k'a’k+1'°'an'
1=k

Das Produktzeichen ist etwas weniger gebrauchlich als
das Summenzeichen. Hier sind einfache Rechenregeln
fur den Umgang mit II:

n
H a = an—k—|—1
i=k
n n
H ca; = R H a;
i=k 1=k

H(azbz) = HaZHbZ
) 1=k 1=k
H af = (H ai>2

) 1=k

Die folgende Ungleichung (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)
ist manchmal sehr nutzlich:

(Do) < Sa 3o
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Beispiel 16. Setzen Sie die Zahlen

1=11]1=2
a 2 3
b 4 1

ein und Sie erhalten

(8+3) =121 < (22 +3%) - (4*+1%) =13-17 = 221.

Man kann auch Gleichheit haben. Wahle

1=1|1=2
2 —1
b 4 —2

S

und erhalte

(842)% = 100 = (224(—1)?)-(4+(—2)?) = 5-20 = 100
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1.3 Aussagen und Mengen

In der Mathematik geht es um Aussagen. Eine Aussage
ist ein “statement”, das entweder wahr oder falsch sein
kann. Beides geht nicht! Ausserungen, die nicht die
Eigenschaft haben, wahr oder falsch zu sein, gelten
nicht als Aussagen.

Beispiel 17. e “Das Bruttosozialprodukt der Bundes-
republik Deutschland ist hoher als das der USA" ist
eine offenbar falsche Aussage.

e "Gute Nacht, Freunde” ist keine Aussage.

Haufig hangen Aussagen auch von variablen Parametern
x ab. Wir sprechen dann von Aussageformen A(z).

Beispiel 18. “Fur alle naturlichen Zahlen z gilt: x ist
Primzahl” ist eine offenbar falsche Aussage.

Eine richtige Aussage ware:

“Fur alle naturlichen Zahlen z gilt, dass x nicht negativ
ist.”

Ein anderes Beispiel einer Aussageform ist: “Unter allen
Gutern gibt es ein Gut x, dessen Preis sich verandert”.
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Fur Aussageformen fuhren wir folgende Bezeichnungen
ein:

A(z) gilt fiir alle 22\ A=)

A(x) gilt fir ein x: \/A(a:)

Interessant wird es, wenn man Aussagen A und
B miteinander verknupft. Der Wahrheitswert der
verkniupften Aussage hangt vom Wahrheitswert von A
und B ab. Wir wollen das am Beispiel erlautern:

Beispiel 19. Die Aussage “Franz studiert Wirtschafts-
wissenschaften oder Mathematik” ist wahr, wenn
Franz mindestens eines der beiden Facher Wirtschaft
oder Mathematik studiert, eventuell auch beide.
Die Aussage ist Verknupfung der beiden Aussagen
“Franz studiert Wirtschaftswissenschaften” sowie “Franz
studiert Mathematik” durch ein oder.

Beachte: Die Aussage “Franz studiert Wirtschaftswissen-
schaften oder Mathematik” ist auch wahr, wenn Franz
ganz fleissig ist und sowohl Wirtschaftswissenschaften
als auch Mathematik studiert. Es handelt sich beim
mathematischen nicht um ein entweder-oder.
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Konjunktion

Seien A und B zwei Aussagen. Dann ist die
Aussage A und B, geschrieben A A\ B wahr, wenn
beide Aussagen wahr sind. Die Aussage A und
B ist falsch, wenn mindestens eine der beiden
Aussagen A, B falsch ist. Man nennt dies auch
die Konjunktion der Aussagen A und B.

Disjunktion

Seien A und B zwei Aussagen. Dann ist die
Aussage A oder B, geschrieben AV B wahr,
wenn mindestens eine der Aussagen A oder B
wahr ist. Die Aussage A oder B ist falsch, wenn
sowohl A als auch B falsch sind. Man nennt dies
auch die Disjunktion der Aussagen A und B.

Man stellt dies haufig auch durch sogenannte
Wahrheitstafeln dar. Das ist eine Tabelle, in die
wir die moglichen Wahrheitswerte von A und B
eintragen und dann die entsprechenden Wahrheitswerte
der verknupften Aussagen auswerten. Hier ist die
Wahrheitstafel fur die Konjunktion:
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~ % & g|
- & = g
- s = & >

und hier die fur die Disjunktion:

A

- - & & =
-~ & = 8| O

- & & g <

Kehrt man eine Aussage in ihr Gegenteil um, erhalt man
die Negation der Aussage. Bezeichnung: A. Klar ist, das
eine negierte wahre Aussage falsch wird und umgekehrt.

Beispiel 20. Wir wollen die Aussage A “Deutschland
ist Exportweltmeister und Fussballvizeweltmeister”
negieren, d.h. wir suchen die Aussage, die wahr ist
genau in den Fallen, in denen A falsch ist. A ist
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falsch, wenn eine der beiden Teilaussagen falsch ist,
wenn also Deutschland nicht Exportweltmeister oder
nicht Vizeweltmeister ist.

Dieses Beispiel zeigt, wie wir eine Konjunktion negieren:

|
AN
S/

ANB V

Ahnlich sieht es mit der Negation der Disjunktion aus:

AVB=AAB

Das Gleichheitszeichen soll hier bedeuten, dass
die Aussagen auf den beiden Seiten denselben
Wahrheitswert haben (also wahr oder falsch sind), wenn
fur A und B auf beiden Seiten die selben Aussagen
eingesetzt werden.

Schwierigkeit bereitet manchmal die Negation einer “fiir
alle” sowie “es gibt ein” Aussage.

NA() \/A(z)
VA@) = AA)

T
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Umgangssprachlich: Wenn eine Aussage A(x) nicht fur
alle = gilt, dann muB es ein = geben, fur das diese
Aussage nicht gilt. Und wenn es kein = gibt fur das eine
Aussage A(x) wahr ist, dann ist A(x) fur alle x falsch.

Beispiel 21. Sei A(x) die Aussage
“Der Preis des Gutes x ist konstant”.

Wir wollen uns alle Aussagen anschauen, die wir mit
A(x) mittels Negation sowie /\ und \/ bilden konnen:

/\A(:p) Die Preise aller Giiter bleiben konstant.

/\A(:z:) Die Preise aller Giiter verandern sich.

T

/\A(:z:) Nicht fir alle Giiter bleiben die Preise konstant.

T

/\A(az) Nicht fiir alle Giiter verandern sich die Preise.

Xz
\/A(a:) Der Preis mindestens eines Gutes bleibt konstant.
xz

\/A(a:) Der Preis mindestens eines Gutes verandert sich.

X

\/A(a:) Der Preis keines Gutes bleibt konstant.

\/A(:p) Der Preis keines Gutes verandert sich.

T
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Beachten Sie, dass hier die erste und achte, die zweite
und siebte, die dritte und sechste sowie die vierte und
funfte Aussage jeweils gleich sind.

Implikation und Aquivalenz

Die Implikation (geschrieben A = B) ist falsch, wenn A
wahr ist, B aber falsch. In allen anderen Fallen ist die
Implikation wahr. Sprechweise: Wenn A, dann B.

Wahrheitstabelle:

A|B|A=B
w | w w
w | f w
flw f
fl1f w

Das ist etwas gewohnungsbediirftig, weil A = B wahr
ist wenn A falsch ist (Aus etwas falschem darf man alles
folgern).

Gilt A= B und B = A, so nennt man die beiden
Aussagen aquivalent. Bezeichnung: A & B. Die
zugehorige Wahrheitstafel ist
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w2 8|
~ 8 %8|
&h

Zwei Aussagen heiBBen also aquivalent, wenn sie beide
wahr oder beide falsch sind.

Beispiel 22. Betrachte die Aussage

“Wenn die Inflation steigt, dann sinkt die
Arbeitslosenquote.”

Wir uberlegen uns, welche der folgenden Aussagen dazu
aquivalent sind:

1. Damit die Arbeitslosenquote sinkt, muss die Inflation
steigen.

2. Eine hinreichende Bedingung dafur, dass die
Arbeitslosenquote sinkt, ist ein Anstieg der Inflation.

3. Die Arbeitslosenquote kann nur fallen wenn die
Inflation steigt.

4. Wenn die Arbeitslosenquote nicht sinkt, dann steigt
die Inflation nicht.
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5. Die Inflation kann nur steigen wenn die
Arbeitslosenquote sinkt.

Offensichtlich bestehen alle diese Aussagen aus zwei
Teilaussagen

Die Arbeitslosenquote sinkt (Aussage A)
und
Die Inflation steigt. (Aussage B).

Diese Aussagen sind unterschiedlich verknupft. Wir
wollen die Wahrheitstafeln fur diese Verknupfungen
aufstellen. Die urspringliche Aussage lautet B = A,
und thr Wahrheitswert wird zunachst bestimmt:

A B|B=A|1)|(2)]@3)|#)] (5
w | w w w | w | w | w|w
w | f w flw]| f|w]|w
flw f w | flw | f]|f
flf w w |l w | w | w | w

Also sind die Aussagen (2), (4) und (5) aquivalent zur
ursprunglichen Aussage.

Wir wollen die Aussagen (1) bis (5) noch einmal
analysieren:
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(1) A=1B

(2) B=A
(3) A=1B
(4) A=1B
(5) B=A

Besonders interessant ist hier das vierte statement. Es
zeigt, dass die Aussagen B = A und A = B iquivalent
sind.  Wir wollen das noch einmal ganz deutlich
herausstellen:

(A = B) ist aquivalent zu (B = A)

(A= B) & (B= A)

Einige Bemerkungen zu mathematischen Beweisen

In der Mathematik hat man es stets mit Aussagen zu tun,
die wahr oder falsch sind. Beispielsweise gilt fur alle reelle
Zahlen (a + b)? = a® + 2ab + b*. Woher wei man das?
Man kann doch nicht alle reellen Zahlen einsetzen und
schauen, ob diese Gleichung immer richtig ist. Das ist
auch nicht notig, denn man kann einen mathematischen
Beweis fur diese Aussage angeben. Ein Beweis fir eine
Aussage A ist eine Folge logischer Schlisse, beginnend
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mit einer wahren Aussage B, an deren Ende A steht. Sie
zeigen also die Giiltigkeit der Aussage B = A, wobei B
aber eine wahre Aussage sein muss. Denn bedenken Sie:
Aus einer falschen Aussage kann man alles folgern, also
auch etwas Falsches. Sie wollen aber in einem Beweis ja
gerade zeigen das etwas stimmt, also richtig ist.

Sie durfen, um eine Aussage A zu beweisen, auch nicht
einfach von der Giiltigkeit von A ausgehen und dann
logisch auf die Gultigkeit einer wahren Aussage schlieBen
und das als einen Beweis ansehen.

Beispiel 23. Angenommen, jemand behauptet 3 = 4.
Wenn wir die Giltigkeit dieser Aussage annehmen,
konnen wir ja beide Seiten der Gleichung mit 0
multiplizieren. Wir erhalten so die Gleichung 0 = 0,
die offenbar wahr ist. Ist deshalb aber 3 = 4 wahr?
Natiirlich nicht, weil wir von einer Aussage A auf etwas
Wahres (die Aussage 0 = 0) geschlossen haben. Aber
aus der Gultigkeit von 0 = 0 kann man naturlich nicht
auf die Giltigkeit von A schlussfolgern.
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Beispiel 24. Wir wollen die folgende Aussage beweisen:

Fur alle reellen Zahlen z # 0 gilt

lx + 1| > |a:—1|.
x x

Fall 1: z > 0
Dannist t +1 = |z + 1| > x — 1, aber auch x +1 >
—(x—1) =1—x, weil z > —z fir z > 0, den Fall, den
wir gerade betrachten. Well t +1 >z —1undz+1 >
—(x—1), gilt sogar |z + 1| = z+1 > |z — 1|. Wir diirfen
beide Seiten dieser Ungleichung durch z dividieren, ohne
dass sich das Ungleichungszeichen andert, weil z > 0.
Das zeigt

z+ 1] |z —1]

S > _ .

x x

Fall 2: z <0

Jetzt ist |[x — 1| =1 —2x. Wir haben 1 —z > z + 1
(weil z <0)und 1 —2 > —(x+1) = —z — 1. Damit
iz — 1| =1—x > |z + 1|. Teilen wir die linke und rechte
Seite dieser Ungleichung durch z, so dreht sich das
Ungleichungszeichen wegen < 0 um und wir erhalten

wie im Fall 1

lx — 1| lx + 1|
< )
€T €T

Das nachste Beispiel zeigt deutlich die Aufgabe eines
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mathematischen Beweises: Ein Beweis soll einen
zweifelsfreien Grund angeben, warum eine Aussage
richtig ist.

Beispiel 25. Wir wollen die folgende Behauptung
beweisen: Wenn in einem Schachbrett die diagonal
gegenuberliegenden Eckfelder entfernt werden, kann das
so entstehende Brett nicht mit Dominosteinen uberdeckt
werden, wobei jeder Dominostein genau zwei Felder des
Schachbrettes tberdeckt.

Der Beweis ist ganz einfach: Jeder Dominostein
uberdeckt genau ein weiBes und ein schwarzes Feld.
Aber das Schachbrett, bei dem die Eckfelder entfernt

wurden, hat nicht die gleiche Zahl weier und schwarzer
Felder!

Manche Nicht-Mathematikerlnnen sind versucht, die
Giltigkeit einer Aussageform A(x) zu beweisen, indem
die Giiltigkeit von A(x) fiir einige wenige Werte von z
nachgerechnet wird. Das ist naturlich kein Beweis!

Beispiel 26. Angenommen, jemand behauptet n? 4 n +
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41 sei fur alle naturlichen Zahlen n eine Primzahl. Wir
setzen ein und erhalten, dass n>+n+41 eine Primzahl fiir
alle Zahlen n zwischen 0 und 40 ist. Ist das ein Beweis?
Nein! AuBerdem ist die Aussage, dass n%+n-+41 fiir alle
naturlichen Zahlen eine Primzahl ist, falsch: Setzen Sie
einfach n = 41 ein! Wir haben somit ein Gegenbeispiel
gefunden.

Etwas formaler. Wir hatten die Aufgabe zu entscheiden,
ob eine Aussage A(z) fir alle z gilt. Um zu
beweisen, dass die Aussage stets gilt, benotigen wir
einen Beweis. Wenn wir aber zeigen wollen, dass
die Aussage nicht immer gilt, genugt es, ein x so
anzugeben, dass A(x) falsch ist. Wir haben damit die
Allgemeingultigkeit widerlegt. Im obigen Beispiel konnen
wir die Behauptung, jede Zahl der Form n? + n + 41 sei
ein Primzahl, widerlegen, denn fur n = 41 ist n?+n-+41
offensichtlich keine Primzahl!

Halten wir fest:

Die Giiltigkeit einer Aussage A(x) kann man nicht
beweisen, indem man die Gultigkeit fur einige
Werte von z uberpruft. Man kann aber zeigen,
dass die Aussage A(x) nicht allgemeingiiltig ist,
wenn man nur ein Gegenbeispiel angibt, also ein
x4, fur das A(x,) falsch ist.
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In den Wirtschaftswissenschaften werden Sie selten
Beweise im mathematisch strengen Sinne finden.
Der mathematische Beweis benotigt exakt angegebene
Voraussetzungen, unter denen er funktioniert. Diese
Voraussetzungen sind in den Wirtschaftswissenschaften
haufig nicht so klar formulierbar.

Viel haufiger tritt das Phanomen auf, dass man Aussagen
wiederlegt! Kehren wir zuruck zu unserem Beispiel 22.
uber den Zusammenhang zwischen Arbeitslosenquote
und Inflation. Dieser Zusammenhang ist heutzutage
eindeutig durch etliche Gegenbeispiele widerlegt. Bis in
die 80'er Jahre hinein wurde ein solcher Zusammenhang
aber vermutet!

Mengen

Ein zentrales Konzept fur die Mathematik ist der Begriff
der Menge.

Eine Menge ist eine Zusammenfassung
bestimmter, wohlunterschiedener Objekte . Von
jedem dieser Objekte muss eindeutig feststehen,
ob das Objekt zur Menge gehort oder nicht. Die
Objekte heiBen Elemente der Menge

Ist a ein Element der Menge M, schreiben wir auch
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ac M

andernfalls

a¢ M

Die Elemente einer Menge sind alle verschieden.

Es gibt unterschiedliche Moglichkeiten, Mengen zu
beschreiben. Wir wollen die Menge M aller geraden
ganzen Zahlen zwischen 2 und 15 beschreiben:

1. Aufzahlung
M ={2,4,6,8,10,12,14}.

2. teilweise Aufzahlung
M = {2,4,6,...,12,14} Hierbei muss man
aufpassen, dass es nicht zu Missverstandnissen
kommt.

3. Beschreibung durch charakteristische Eigenschaften

M = {z : € Zundz > 2undz <
15 und = gerade}.

Die leere Menge () ist die Menge, die kein Element
enthalt.
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Beispiel 27. ) = {z : x wohnt in der Bundesrepublik
Deutschland und z ist im Jahre 1700 geboren}

Die Machtigkeit oder Ordnung einer Menge ist die
Anzahl der Elemente in der Menge. Unsere oben
betrachtete Menge M = {2,4,6,8,10,12,14} hat also
die Machtigkeit 7.

Schreibweise: |M| = Anzahl Elemente in M.

Falls M unendlich viele Elemente hat, schreiben wir
| M| = oo (co: unendlich).

Beziehungen zwischen Mengen

Wir nennen A eine Teilmenge von B, wenn jedes Element
aus A auch ein Element von B ist. Dabei darf auch
A = B gelten.

A C B: A Teilmenge von B
A C B: A Teilmenge von B und A # B

Beachte, dass stets A C A gilt. Ferner gilt fur alle
Mengen () C A.

Beispiel 28. ¢e NCZ CQCR

e Die Menge aller Einwohner Magdeburgs ist eine
Teilmenge der Menge aller Einwohner Deutschlands .
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Verkniipfung von Mengen

Wir konnen Mengen schneiden oder vereinigen.

AUB = {z:xz € A oder x € B} Vereinigung
ANB {z:z € Aund x € B} Schnitt

AUB
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Achtung: Es gilt nicht |AU B| = |A| + | B|, sondern

|AUB|=|A|+ |B|— |AN B|

Zwei Mengen heiBen disjunkt, wenn ihr Schnitt leer ist.

Fir disjunkte Mengen gilt |AU B| = |A| U |B|

Manchmal wollen wir mehr als nur eine Menge vereinigen
oder schneiden. Wir schreiben dann

AjUAU...UA,

C
=
[

ﬂAi = AiNAyN...NA,

Die Differenz von Mengen ist wie folgt definiert:

A\B = {z:x€ Aundz ¢ B}
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Ist Agine Teilmenge von (2, so schreiben wir statt Q\ A
auch A oder, genauer, Ag = Q\ A:

Beispiel 29. Wir betrachten die folgenden vier Mengen:
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O QO & =

Dann gilt:
ANB
A\ D
ANC
C\A
BNC

BUC

{r:xeRund 1<z <6}
{z:2z e Nund z < 6}
{r:zeNund z > 2}

{z:z € Rund z < 6}

{1,2,3,4,5}

16}

{2,3,4,5,6}

{z : x € N und undx > 6}
[2,3,4,5)

N

{1,2,3,4,5,6}

{r:z€Rund (x <1 oder x > 6}

(6,7,8,...}.
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Mengenalgebra

Ahnlich wie fiir die Verknupfung von Aussagen gibt
es auch gewisse Rechenregeln fur die Verknupfung von
Mengen.

Wir geben im folgenden die wichtigsten Regeln an:
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|dempotenzgesetze
AUA = A
ANA = A

Kommutativgesetze
AUB = BUA

ANB = BNA

Assoziativgesetze
AUu(BUC) = (AuB)UC
AN(BNC) = (AnB)NC

Distributivgesetze
Au(BNC) = (AuB)Nn(AuQC)
AN(BUC) = (ANnB)U(ANCOC)
Inklusionsgesetze

A C AUB
ANB Cc A

Man macht sich diese Regeln am besten an Hand
einiger Mengendiagramme (Venn-Diagramm) klar. Wir
illustrieren hier nur das erste Distributivgesetz.
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Im ersten Diagramm sehen wir die Menge B N C
schraffiert. Danach vereinigen wir diese Menge mit
A. Im letzten Bild haben wir die Mengen A U B und
AUC jeweils unterschedlich schraffiert und dadurch auch
gleich den Schnitt (AU B) N (A U C) gekennzeichnet.

B
A
C
B
A
C
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Ahnliche Gesetze gelten fur die Komplementbildung und

die Mengendifferenz, wir verweisen hier auf [SCHWARZE,
R4.43 und R 4.4.8]

Neue Mengen aus alten Mengen

Die Potenzmenge einer Menge A ist die Menge aller
Teilmengen von A. Bezeichnung: P(A).

Ist A endlich, so gilt

P(4)] = 2M41

Seien a1, ...a, irgendwelche Elemente. Wir nennen

(a1,a2,...,ay,)
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ein n-Tupel. Die Elemente mussen nicht unbedingt
verschieden sein.

Die Menge aller n-Tupel (a4,...,a,) mit a; € A; heiBt
das kartesische Produkt von A;,..., A,. Bezeichnung:
Ay x Asg x ---x A,.

Beispiel 30. Sei A = {1,2} und B = {a,b} und C =
{b,c}. Dann gilt
Ax(BUC) = {(1,a),(1,b),(1,¢),(2,a),
(2,0),(2,0)}
(AxB)UAxC) = {(1,a),(1,d),(2,a),(2,b),
(1,0),(2,0);
1(1,0),(2,0)}
1(1,0),(2,0)}

Ax (BNQC)

(Ax B)n(Ax Q)

Dieses Beispiel legt nahe (und man kann es auch
beweisen), dass

Ax(BNC)=(AxB)N(AxC)

gilt. Im allgemeinenist Ax B# B x A
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