2.3 Elementare Funktionen

In den folgenden Beispielen werden die Funktionen
stets durch f : D — R angegeben, wobei D der
Definitionsbereich von f ist.

Potenzieren und Wurzelziehen
(i) Sei n € N. Die zugehorige n-te Potenzfunktion ist
f:R — R mit f(z) = z" fiir alle x € R.
Als Wertebereich ergibt sich

R, falls n ungerade,

W(f) =

RS, falls n gerade .
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Graphen der Funktion f(z) = z° und f(z) = 2?

(ii) Seim € Z. Fiurm = 0ist z° = 1 fiir alle z € R\ {0}.
Der Ausdruck 0° ist nicht definiert. Der Graph von
2V ist also
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0.57

Graph der Funktion f(z) = 2°

Ist m < 0, dann ist —m € N, und die zugehorige n-te
Potenzfunktion ist

iR\ {0} = R mit f(z) = ¢™ = ——

r—m

30-
204 ‘

10+

—10

I _30-

Graph der Funktion f(z) = z7°
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(iii) n-te Wurzeln:
Sei n € N. Definiere auf dem Definitionsbereich

RS falls n gerade

R  falls n ungerade

das Wurzelziehen (Radizieren) der n-ten Wurzeln
durch

f:D=R, f(z)= Yz =av

wobei y = {/x fiir gerades n die nichtnegative reelle
Zahl und fiir ungerades n die (eindeutig bestimmte)
reelle Zahl mit y™ = x bezeichnet; diese Zahl y
ist negativ wenn z negativ ist. Sie miussen also
aufpassen, wenn Sie n-te Wurzeln aus negativen
Zahlen ziehen: Fur ungerade n geht das, fur gerade
n nicht (zumindest nicht iber R).
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1

-20 -10 10 20

Graph der Funktion f(z) = J/x

Sie erkennen, dass der Graph an der Stelle x = 0 sehr
steil ist.

(iv) Rationale Potenzen:
Seia € Q, a # 0, alsoazgmitp,qez,p#o,
g > 0. Dann definieren wir auf dem Definitionsbereich
D = R* die zugehorige Potenzfunktion durch

:qajp

QI

f:D—>R, f(z)=2x
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Graph der Funktion f(z) = V23 = 3
y 3*‘
\
1 \\\;\ \ -

-1-

—3

Graph der Funktion f(z) = /z(—3) = x5
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Potenzfunktionen z¢ mit a € Qv sind streng

monoton steigend, fur a € Q™ streng monoton
fallend.

Im Fall rationaler Exponenten setzen wir bei der
Berechnung von x® stets © > 0 voraus. Sonst gabe

es ein Problem: (—1)3/% = 3/(-1)3 = ¥/(-1) = —1,
aber (—1)6/10 = Y¥/(—1)6 = ¥/(1) = 1, obwohl doch

(=1)3/% = (=1)8/10 sein sollte. Deshalb sind Potenzen
2% im allgemeinen nur fur x > 0 definiert.

Exponentialfunktion und Logarithmus

(i) Die Exponentialfunktion ist gegeben durch

Wi

exp: R — R, exp(z) =e

Als Wertebereich ergibt sich W(exp) = RT. Hierbei
ist e die Eulersche Zahl, also e =~ 2,71828.... Die
Bedeutung von e wird im Kapitel uber Folgen und
Reihen deutlich werden.

(Wie man e” auBer mit dem Taschenrechner
berechnen kann, wird im Kapitel uber Folgen und
Reihen erklart.)

Die Funktion exp : R — RT ist streng monoton
wachsend und daher bijektiv; ihre Umkehrfunktion ist
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die naturliche Logarithmusfunktion
In:RtY - R, z+— Inz.

Beide Funktionen sind hier gezeichnet:

3 2 ] 0 1 2 3
X
_lf

Graphen von e® und Inz

Beachten Sie die Symmetrie zur Winkelhalbierenden,
weil Exponential- und Logarithmusfunktion invers
zueinander sind.

(i) Exponentialfunktion zur Basis a:
Sei a € R, a > 0. Auf D = R st die
Exponentialfunktion zur Basis a erklart durch

€T

f:R—=R, f(z) =a® wobei a® =% =erne,

Als Wertebereich ergibt sich W(f) = R™.
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Graphen von 2% und log,(z)

(iii) Logarithmus zur Basis a € Rt, a # 1
Die Exponentialfunktionen zur Basis a > 0, a #
1 sind bijektive Abbildungen R — RT. lhre
Umkehrfunktionen sind die Logarithmusfunktionen
log, : R™ — R. Fiir z € R* ist die Zahl y = log,(x)
diejenige reelle Zahl mit a¥ = x. Wir definieren dann
den Logarithmus zur Basis a durch

fiRT =R, f(z) =log,(z)

Der Wertebereich ist W(f) = R.

Die Exponentialfunktionen = +— a® sind streng
monoton steigend falls @ > 1 und streng monoton
fallend falls a € (0,1). Die Logarithmusfunktionen
log,(x) sind fiir alle a # 1 streng monoton steigend.
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Fir die (als bekannt vorausgesetzten) Rechenregeln fiir
das Potenzieren und Logarithmieren verweisen wir auf
das erste Kapitel.

Die Exponentialfunktionen haben eine sehr interessante
Eigenschaft: Es gilt fur alle r, s € R:

Exponentialfunktionen sind also Funktionen f : R — R
mit f(x)f(y) = f(z + y). Fiir eine solche Funktion
hangt der relative Zuwachs

flx+h) - f(z)
f(z)

im Intervall [z, z 4+ h] nur von der Lange h des Intervalls,
nicht von der Stelle = ab:

fle+h)— f(z)
f(z)

Das ist typisch fur viele Wachstumsprozesse! Ist
umgekehrt g eine Funktion, so dass der relative Zuwachs

g(‘”+gh()$;g(x) unabhidngig von =z ist, dann erfiillt die

Funktion f(z) = % die Bedingung f(z)f(y) =
fz+y).

= f(h) =1
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Beispiel 17. Mit Hilfe der Exponentialfunktion lassen
sich viele interessante Funktionen formen, die auch in
der Praxis hochst bedeutsam sind. Wir betrachten hier

fla) =

0.8

0.6 1

x
€

Graph von 75
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Trigonometrische Funktionen

Bemerkung: Wir definieren die Winkelfunktionen
bezogen auf die Bogenlange x auf dem Einheitskreis,
d.h. fir z € [0,27]. Alternativ werden die
Argumente der Winkelfunktionen in Winkelgraden
angegeben. Hier entspricht der Winkelgrad a =
360° der Bogenlange =z = 2w, und Anteile am
Vollkreiswinkel 360° werden entsprechend in Anteile
des Kreisumfangs umgerechnet:

360° : 2T
o = entspricht z = s
d.h. die Bogenlange zum Winkel o ist z = %a.

(i) Sinus
Als Winkelfunktion ist die Sinus-Funktion in folgender

Weise definiert.  Fiir einen Winkel a € [0,Z]

)
Gegenkathete \\shei hier die (Linge
Hypothenuse

der) Gegenkathete bzw. Hypothenuse in einem
rechtwinkligen Dreieck mit Scheitelwinkel o gemeint
ist. Fir a € [§,7] ist sina = sin(m — «). Fir
a € [, 27] ist sina = —sin(a — 7).

Ist sin o
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(ii)

Ist x € R, dann schreiben wir z = 2mm+a mit m €
Z, a € [0,27), und setzen sinx = sina. Dadurch
ist die Sinus-Funktion auf ganz R erklart. Sie ist
periodisch mit Periode 27. |hr Wertebereich ist

Hypothenuse

Gegenkathete

Ankathete

Diese Skizze zeigt noch einmal die GroBen, die bei
der Definition der trigonometrischen Funktionen eine
Rolle spielen. Insbesondere gilt

. T .
S1n §—£E =S

Cosinus:
Als Winkelfunktion ist die Cosinus-Funktion in

Mathematik | — WiSe 2002/2003 123



folgender Weise definiert. Fiir einen Winkel a € [0, 7]
. — _Ankathete N . N

ist cosar = f Wobel_ hl.el’ die (Lange leer)
Ankathete bzw. Hypothenuse in einem rechtwinkligen
Dreieck mit Scheitelwinkel o gemeint ist.  Fur
a € [5, 7] ist cosa = —cos(m — «). Fiir o € [m, 27]
ist cosa = — cos(a — 7).

Ist x € IR, dann schreiben wir x = 2mnm + a mit
m € 7, « € [0,27), und setzen cosx = cos q.

Auch die Cosinus-Funktion ist periodisch mit Periode
27. |hr Wertebereich ist ebenfalls W (cos) = [—1, 1].

Graphen von sinx und cosx

Diese Abbildung illustriert

sin(z — g) = COST
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(iii)

Tangens:

Als Winkelfunktion ist die Tangens-Funktion fur einen
Winkel o € [0,%), o # 5, definiert als tana =
cegenkathete \obei hier die (Linge der) Gegenkathete
bzw. Ankathete in einem rechtwinkligen Dreieck mit

Scheitelwinkel @ gemeint ist. Es ist also

Sin o

tana =
COS (¥

Wie vorher wird tan fortgesetzt, diesmal allerdings
nur auf den Definitionsbereich
D={zecR:z#5+m-m, mecZ},

und es ist

sin x
tan: D — R, tanz =

coST

Als Wertebereich ergibt sich W (tan) = R.

Cotangens:

Diese Funktionistauf D ={x € R |z # m -7, m €
Z} definiert durch cotx = £

Als Wertebereich ergibt sich W(cot) = R. Im
folgenden Bild sind die Graphen fir den Tangens

in rot und den Cotangens in blau eingezeichnet.
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Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen

1. Einige spezielle Werte sind

0 /6 w/4 w/3 w2
sm| 0 1 2 B
COS 1 ‘ég \f ; 0
tan 0 @ 1 V3 ———
cot | ——— V3 1 @ 0

2. Periodizitat:

sin(x 4+ 2w) = sinz, cos(x + 27) = cosx

3. Symmetrie:
sin(—x) = —sinx , cos(—x) = cosx

(sin ist eine ungerade und cos eine gerade
Funktion.)
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4. Additionstheoreme:

SINZ - COSY + COST - siny
COSZ - COSY — sInx - sin y

sin(z + y)
cos(x + y)

2 2

5. Satz des Pythagoras: sin“z + cos“z = 1.

6. Die trigonometrischen Funktionen tan und cot
sind streng monoton wachsend.

Treppenfunktionen

Das sind Funktionen, die intervallweise konstant sind;
bis auf die konstante Funktion haben solche Funktionen
Sprungstellen.

Beispiel 18. e Ganzzahliger Anteil: Sei
f:R—=R, f(x)=trunc(x)

wobei fiir z € R durch (x) der ganzzahlige Anteil von
x (Vorkommastelle) bezeichnet sei. Als Wertebereich
ergibt sich W(f) = Z.
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e Vorzeichenfunktion:

Es sel
1 fallsz >0
sgh: R >R, z— 0 fallsz =20
—1 fallsx <0
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2.4 Polynome

Eine Funktion P : R — R gegeben durch

P(z) = apz" 4 apn_12" '+ +ax+ag=
n
= E ag SCk,
k=0

wobei n € Ny, ar € R und a, # 0, heiBt
Polynom(funktion) vom Grad gradP(x) = n.

Fur das Nullpolynom 0 setzen wir grad0 = —oc.

Die Zahlen ag, a1, ..., a, heiBen die Koeffizienten des
Polynoms. Ist a,, = 1, dann heilBt P normiert.
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20+

Graph von 2z* — 1022 + 3z — 10

Division mit Rest

Seien S(x), T'(x) zwei Polynome, T'(z) # 0.

Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome Q(x)
und R(x) mit der Eigenschaft

S(x) =T(x)Q(x)+R(x) und gradR(x) < gradT (x)

Die Polynome Q(z), R(x) werden genauso wie beim
“schriftlichen Dividieren” berechnet. R(x) heiBt Rest
von S(x) bei Division durch T'(z).
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Beispiel 19. e Sei S(z) = 62°+172*—4x+5, T(z) =
3x + 1. Dann ist

62° +172° —4dx +5=(22° + 52 —3) - (3x + 1) + 3,
also Q(z) = 22? + 5z — 3 und R(z) = 3.
e Sei S(z) =x2*+2x—12, T(z) = = + 4. Wir erhalten
2’ +1x—12=(z —3)(x +4)+0,
also Q(x) =x —3 und R(z) = 0.

Der Buchstabe () soll andeuten, dass es sich bei Q(x)
um den Quotienten und bei R(z) um den Rest handelt.

Allgemein gilt fiir zo € R und T(x) = x — xo: Die
Division mit Rest liefert die Darstellung

S(z) = (z — 20)Q(z) + P(zo)

Es ist also S(zg) = 0 genau dann, wenn S(z) von der
Form S(z) = (x — zo)Q(z) ist, d.h. wenn = — zg das
Polynom S(x) teilt.
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Satz 1 (Nulistellen und Linearfaktoren)
Sei P : R — R ein Polynom vom Grad n € N. Dann
Ist xo € R eine Nullstelle von P genau dann, wenn
es ein Polynom P : R — R vom Grad n — 1 gibt, so
dass N

P(z) = (x — xg) - P(x).

Das Polynom x — xg heiBt dann ein Linearfaktor des
Polynoms P(x).

(Vielfachheit von Nullstellen)

Sei o € R Nullstelle eines Polynoms P(x) # 0,
und sei k¥ € N die groBte Zahl, so dass (z — )"
das Polynom P(z) teilt. Dann heiBt die Zahl k die
Vielfachheit der Nullstelle x.

Beispiel 20. e Das Polynom
P(z)=(x -3z +2)°@*+z+1)

hat 3 als Nullstelle der Vielfachheit 4 und —2 als
Nullstelle der Vielfachheit 3. Weitere Nullstellen hat
das Polynom nicht.

e Fiir quadratische Polynome der Form z? + px + ¢
ist die Losungsformel zur Bestimmung der Nullstellen
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bekannt als
—p £ /p?—4q
2

—2 (doppelte Nullstelle) falls p? = 4q

falls p? > 4q

keine falls p? < 4q

(sieche auch die p — g-Formel in Abschnitt 1). Fiir
Polynome vom Grad 3 und 4 gibt es ebenfalls
allgemeine Losungsformeln zur Bestimmung der
Nullstellen, von einer ahnlichen Form wie die
Losungsformel fir quadratische Polynome.

Fur allgemeine Polynome vom Grad > 5 gibt es

solche Formeln (aus prinzipiellen Griinden) nicht
(Abel 1823).

e Finde alle Nullstellen von
P(z) = z° + 2z2* — 42% — 5z + 6.

Durch Probieren findet man die Nullstelle z¢o = 1.
Division mit Rest liefert

P(z) = (z — 1)(2* + 32° + 32® — z — 6).
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Nun sieht man dass zg = 1 auch Nullstelle des zweiten
Faktors ist und Division mit Rest ergibt

P(z) = (x — 1)*(z® + 42° + T2 + 6).

Durch Probieren findet man jetzt noch die Nullstelle
1 = —2 und nach Division mit Rest hat man

P(z) = (z — 1)*(z + 2)(2® + 22 + 3).

Der letzte Faktor hat keine Nullstellen und somit 1aBt
sich P(x) nicht weiter faktorisieren. Aber nur selten
lassen sich die Nullstellen so einfach durch Probieren
finden. Man benutzt dann oft Naherungsverfahren.
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Wir fassen einige Eigenschaften uber die Nullstellen von
Polynomen zusammen.

e Ein Polynom vom Grad n hat hochstens n
Nullstellen, mit Vielfachheiten gezahlt. Es gibt
nicht-konstante Polynome ohne Nullstellen.

e Jedes Polynom 1aBt sich schreiben in der Form
Pz)=(z—z)" ... (x — zm)*R(x)

wobei z;, i = 1,...,m, die Nullstellen von P(x)

der Vielfachheit k; sind, und R(x) keine Nullstelle
hat.

e Ein reelles Polynom ungeraden Grades besitzt stets
eine reelle Nullstelle.
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Mithilfe tiefliegender Ergebnisse der Algebra erhalt
man sogar folgende Faktorisierung eines Polynoms.
Dieser Satz ist die reelle Form des sogenannten
Fundamentalsatz der Algebra.

Satz 2 Sei P : R — R ein normiertes Polynom
vom Grad n. Dann 1aBt sich P(zx) eindeutig als
Produkt von linearen und quadratischen Faktoren in
der folgenden Form schreiben:

P(z) = (z—z)" - (z—2x,)-
(2?4 prr 4+ @)t (2% 4 psz + go)

mit

L1y---3Lr;P1,41,---,Ps,4s € R,

ki,...kr 1, ...l €N,

p? < 4q; fir j =1,...,s (d.h, 2?2 + pjz + q; hat
keine Nullstelle).

Oft sind die Koeffizienten der zu betrachtenden
Polynome ganzzahlig. Ist auBerdem das Polynom
normiert, so gibt es ein einfaches Mittel, um die
rationalen Nullstellen zu finden.
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Satz 3 (Nullstellentest)

Sei P(z) = 2™ + ap_12™ 1+ ... + a1z + agp ein
normiertes Polynom mit Koeffizienten ag,...,a,_1 €
Z. lIst zg € Q eine Nullstelle von P(x), dann ist xg
ganzzahlig und ein Teiler von ay.

Beispiel 21. e Sei

P(z) = z* — 2% — 42% — z — 10.

Dann kommen als rationale Nullstellen nur die
(ganzzahligen) Teiler von 10 in Frage, d.h.:
+1,4+2,4+5,+10. Einsetzen zeigt, dass von diesen
8 Werten nur —2 eine Nullstelle von P(x) ist. Der

Graph von P(x) zeigt aber, dass es mindestens
verschiedene Nullstellen gibt.
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e Das Polynom z? — 2 hat iiberhaupt keine rationalen
Nullstellen.

Interpolation durch Polynome

In vielen Situationen sind fur n Stellen z¢,...,x2, € R
zugehorige Werte 41, . .. y, € R gegeben (oder gemessen
worden), und es wird nach einer “glatten” Funktion
gesucht, die diese Werte an den vorgegebenen Stellen
annimmt, d.h. zwischen diesen Werten interpoliert. Mit
Polynomen vom Grad < n lasst sich dies wie folgt
erreichen:
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Satz 4 Seien z1,...,7, € R verschiedene Zahlen
und y1,...yn € R beliebig.

Dann gibt es genau ein Polynom P(x) vom Grad
<nmit P(x;) =y; firi=1,... n.

Dieses Polynom hat die Form

P(z) =

n

Zy- (x—xl)"'(ib—aj‘i_l)-(x—mi+1)...(x_a:n)

— @i —w1) - (2 — mic1) - (T — @ig) - (@ — )

Das macht man sich wie folgt klar: Setzen Sie in den
Summand

(z—x1) - (x—i_1) - (& — 1) - - (T — Tp)

(r; — 1) - (x5 — xim1) - (s — Tig1) - -+ (T — Tp)

fur x den Wert z; mit 5 # 1 ein, so erhalten Sie als
Ergebnis 0. Setzen Sie aber z; fiir x ein, so erhalten Sie

Yi-

Beispiel 22. Gesucht ist ein Polynom P(z) mit
P(2) =4, P(3) =—5, P(6)=—-5, P(—2)=0.

Das ist mit einem Polynom vom Grad hochstens 4
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Ein Ziel bei der Approximation ist es, aus einigen wenigen
beobachteten Werten (z.B. Umsatz und Gewinn) darauf
zu schliessen, wie denn wohl die nicht beobachteten
Werte aussehen. So etwas muss man aber mit Vorsicht

geniessen!
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Stellen Sie sich vor, Sie sind Kunde in dem Kopieshop
von Beispiel 9. Stellen Sie sich ferner vor, Sie kennen die
Preispolitik des Shops nicht so genau, sondern wollen
aufgrund lhrer Erfahrungen darauf schliessen, wie denn
wohl der Stiickpreis aussehen wird. Wir kennen die
Stuickpreisfunktion schon:

0.05

0.045

0.04

0.035 ~

0 20 40 60 80 100 120 140

Wenn sie funfmal kopiert haben, und zwar 14, 67, 110,
200 sowie 1230 Stiick, so haben Sie folgende Werte
beobachtet:

Anzahl der Kopien 14 67 110 200 1230
Preis pro Kopie y (in €) 0,06 0,04 0.03 0.03 0.03

Wir konnen nun versuchen, durch diese 5 Werte ein
Polynom vom Grad < 5 zu legen. Die folgende
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Abbildung zeigt die wahre Stiickkostenfunktion, die
beobachteten Werte sowie die Polynomapproximation:

0.1
0.08
0.06

y ]
0.04

0.02

0 200 400 600 800 1000 1200
X

Die Werte der Approximation auch fur die Werte
zwischen 300 und 1200 zeigt das nachste Bild:

2,

1.59

0.5+

A
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Die Stuckkostenfunktion ist hier kaum noch zu erkennen.
Die Polynomapproximation hat hier also nichts mit der
wirklichen Funktion zu tun! Man muB also bei solchen

Approximationen sehr vorsichtig sein.
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2.5 Rationale Funktionen

Eine Funktion f : R — R der Form z — ggg

mit Polynomen P(x),Q(x) heiBt rationale Funktion.
Polynome werden auch ganze rationale Funktionen
genannt.

Der maximale Definitionsbereich von f = g(g Ist

D(f) = {x € R | Q(z) # 0}. Sei z¢ € %R mit
Q(zg) = 0. Ferner sei

P(z) = (z — z0)*P*(z), Q(z) = (z — 20)'Q"(2),

wobeli
P*(zo) #0, Q"(zo) # 0.
Also §
P(z) —(z—z )k—lP (33).
Q(x) Q*(x)
Ist k < I, dann ist z, eine Polstelle von £'Z)  |n

Q(x)
der Nahe einer Polstelle werden die Funktionswerte sehr

groB (oder sehr klein), weil bei Annaherung an xq der
Wert von :c — 0" “gegen +00" geht, wohingegen der

Ausdruck E"”% fur z-Werte in der Nahe von zg nicht
in die Nahe von 0 kommt! Wenn wir den Begriff der
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Stetigkeit eingefiihrt haben, kénnen wir dieses Verhalten
auch genauer erlautern.

Ist £ > [, dann ist xy eine sogenannte hebbare Liicke.
Zunachst einmal gehort g nicht zum Definitionsbereich,
weil ja Q(zg) =0 ist. Wirde e e einfach

0 wenn k[
@)= pe
Q g*goi wenn k = [
0

Das ist moglich weil @*(xp) # 0 und k > [ ist. Anders
gesagt Bevor wir den maximalen Definitionsbereich von

P(z) Q(x) bestimmen, kiirzen wir alle gemeinsamen
Linearfaktoren von P(x) und Q(z).

e e Fur die Funktion

P(z)

ist k& [ und (z) hat eine hebbare Definitionslucke
T

an der Stelle g = . Der Funktionswert ist 0 fur

o —
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Fur

ist £ = [ und wieder hat P(z) eine hebbare
L Q(z)
Definitionslicke an der Stelle 29 = . Der

Funktionswert ist dort —. Das folgende Bild zeigt den
ra h der Funktion f nur in der Nahe von xg = 0.
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0.2—\

-1~

Wenn Sie einen groBeren Abschnitt auf der z-Achse
betrachten, so “sehen” Sie eine Polstelle bei £ = —

X
- - - 2
B 4 — ‘
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Ist nun
P) (2-)(z )
Q) (x— )@= )’

so ist k < [ und die Funktion hat eine Polstelle in
o —

3

4

e e in ty isches Beis iel fur eine rationale
Funktion ist die Stiickkostenfunktion aus dem ersten

a itel dieses Abschnitts (siehe Seite ) Ist allgemein
die ostenfunktion gegeben durch

(x)=k k=

mit den festen (monatlichen) osten k  des
nternehmens und den variablen osten £k, die
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ro roduziertem Stuck anfallen. Dann ist die
Stuckkostenfunktion

w

??A

S
S

in rational Funktion mit in r Polst Il fur z = 0.
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e e

ational Funktion n lass n sich als Su nfach r r
ra onal r Funk on n schr b n, sof rn an d
Nulls I nds N nnr olyno s k nn. Das soll Inhal
d s s Abschn ss n.

e e

() S
P() _ -

QL) - -
Zunachs wrd Q( )z rl g

Q)= ) ) =)

Dann s d r Ansa z fur d Par albruchz rl gung

P()
Q( ) -
slass nschnun , | ndr a sobs n,
dass d | chung rfull wrd. ul lka on

Mathemat k | — W Se 2002/2003 13



Q( )unddann Aus ul 1z rnl fr nd Ich

()= -

|
~/
N—"
/

|
N—
//
N—r
/

|
N—"

und o z n nvrgl ch fuhr auf d Inarn
| chung n

Au 6s n rgb = = = (w an
z n auchgroB r In ar | chungssys los n

kann, wrds 3 r nd r Vorl sung b hand | ).
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Also s

()5S

Dah rdrZahlr nngroBrn rad ha alsdr
N nn r, wrd zunachs P( ) s durch Q( )
g | dasl fr

PC) _ -

Q( )
Nun s z an () = — , und
b s d Par albruchz rl gungvon — W d r

zrlgnwrQ()

Q)= ) )
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Da nFakorvo rad n@®( ) nhal ns, s
d r Ansa z fur d Par albruchz rl gung j z

()

() ()

ul lka on Q( ), Aus ul lz rn und
o zn nvrgl chl fr = — =, =
= 0.
Also s

Das V fahr n funk on r r,dnn sgl
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e e

w nSaz n Ln arfak or n und uadra sch

r Il Zahl n

S —— n ra onal Funk on, wob d r rad von
P( )kl nrs alsdrvon@( ). Frnrs Q()

r zrlg. Danngb s( ndu gbs )

D sa zahlallr o z n n
rad von Q( ).

S aufr nd nBrich h B n Partial ru e.

o s dr

D s Zrlgung h B Partial ru erle un dr
ra onal n Funk on — und d auf dr rch n

D o z n n ndrPar albruchz rl gung w rd n

nach ul lka on Q( )aufb d nS n durch

o zn nvrgl chbs (w nBs | )
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A schau ch gsrch s Fu k s g W
hr ra hschz ch aB, h d S f abzus z

Das s aur chk razs ah a sch D fi
u d auch ch r brauchbar B schr bu g,
w wrsar B s .sh wrd

Zu achs g fachr B s

e e Dr rahdrFuk

, fas €0, ,
()= , fas €(,

s ggb durch
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2.5

1.51

0.5

wb dr adu ,dass ()= s. ff sch ch

ha d Fu k a drS S ru gs
D achs B s S lh aus d Absch
ub rra a Fu k Vrrau s

e e z b rach wrd Fu k
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Da fur
D fi sb r ch

ch dfi r s, s dr

D = {}.

Dr rahv ha d f g d s a

40

20

B A ahrug dr Argu v ks g g
w rd d Fuk swr b bg k , b

A ahrugv rchsb bggrB.
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-
Y
o
O
=
n
&
—~
0
>
|

—~—

——
c
o
o

D Fu k s zwara d rS 0= ch d fi r,
abr ff sch ch ka durch zu ah ds uk s

dr rah “gsch ss "wrd . sgb as
sch™ rsa zfu k = o d ach

zu ah ds uk s s h.
Wr w u d BgrffdrS gk fr a xak

dfi r
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S Fu k D fi sb r ch
D. h B s ga drS 0 €D, w s ch
zujd b bgk S S fi d
ass , s dass fur a W r D,d w gras
Y o fr s d,d zugh'rg Fuk swr
W gras v 0 fr g
razs h B d s,
w aus| — g/l < s s| - ol< f g.
h B s gaufdr g D, w a
jdrS 0€ s gs. h s g W
s gaufD s.
S gk a rS 0S a sch a schau ch
fg dr a wvrs
Lg a s rsch u 0 waag r ch
Srf b bgk r Br S uss s
s kr ch Sr f s rsch u ogb ,s dass
dr ds rah ,dr s kr ch Sr f g,
au a sch auch d waag r ch Sr f g .
rb ka d Br dss krch Sr f s k
w ~ ggwah wrd |, bg rD fi S S
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Drwaagrch Sr f s d g

{ | € 0o — < < 9 }
drs krch s d g
{ | € 0o— < < o }
e e D Fuk aus B s . s ch
s ga o= . Fur waag rch  Sr f dr
Br (as = )s rsch u = gb
s k ass d s krch Srf . D Fuk
s abraufd | rva 0O wud s g
e e D A schauu g, dass Fu k s g
S, W a hr ra h 2z ch ka , h d
S f abzus z , s Virsch zug . a ka
bg r D fi bws ,dassd Fu k
_ _ - 7 0
0 = 0.
aufgaz s gs,as aucha drS 0=0(
bzch d S usFuk ). lhr rahha f g ds
Auss h | rva 0. O.
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0.4
0.3

0.2

-0.1

-0.2
WA "wrus ahra d Wr fur =0
hra,vrsuch A L ( u rag bra-Ss )

d ra h |  rva 0.0000 ..0.0000 s zuz ch
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