Kapitel 4. Lineare Algebra

4.1 Einfuhrung

Die lineare Algebra ist fur die Wirtschaftswissenschaften
von zentraler Bedeutung. Einerseits liefert sie die
theoretischen und praktischen Grundlagen fur das
Losen linearer Gleichungssysteme. Ferner lassen sich
viele okonomische Phanomene durch sogenannte lineare
Modelle beschreiben.

Beispiel 1. Wir nehmen an, auf dem Markt werden
zwei Produkte angeboten, z.B. Wein und Bier. Mit D,,
bezeichnen wir die Nachfrage nach Wein, Dy ist die
Nachfrage nach Bier (D: demand). Ferner sei S, und
Sy das Angebot an Wein und Bier (S: supply). Wir
wollen D,, = S,, sowie Dy = Sy erreichen. Man (besser
gesagt, der Markt) erreicht dieses Gleichgewicht durch
eine Anpassung der Preise P, und P,. Wir nehmen an,
dass sich Angebot und Nachfrage angesichts der Preise
P,, und P, wie folgt verhalten:

D, = a9+ ay,Py,+ aphp
Sw = bo+byPy,+ bpPy
Dy, = oo+ awPy+ aphy
Se = Bo+ BwPuw + OoFe.
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Angebot und Nachfrage von Wein (bzw. Bier) wird also
nicht nur tber den Preis von Wein (bzw. Bier) gesteuert:
Der Preis von Wein beeinflusst auch den Preis von Bier:
Stellen Sie sich vor, der Weinpreis steigt. Dann steigt
die Nachfrage nach Bier (sofern das Volk eine gewisse
Menge Alkohol bendtigt), was den Bierpreis beeinflusst.

Ahnlich hat ein sinkender Bierpreis eine Verringerung
des Angebots an Bier zur Folge, deshalb auch eine
erhohte Nachfrage nach Wein. Wir wollen nun die
Preise bestimmen, bei denen ein Gleichgewicht zwischen
Angebot und Nachfrage herscht, also

(ao — bo) + (aw — bw)Pw + (ab — bb)Pb = 0
(a0 — Bo) + (qw — Buw)Puw + (s — By) Py = 0
oder
(aw — bw)Pw + (ab — bb>Pb — bO — Qo

(aw — Bw)wa + (Oéb — Bb)Pb — 50 — (.

Wir haben hier ein lineares Gleichungssystem mit 2
Gleichungen und 2 Unbekannten (P, und P,).
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Allgemein ist ein lineares Gleichungssystem mit m
Gleichungen und n Unbekannten (Variablen)

ajix1 + apxe + -+ 4+ apxr, = dj
as1x1 + agres + -+ +  amxr, = da (10)
Ami®1 + amexe + -+ +  AmnTn, = dpn

Die Information uber das Gleichungssystem ist in dem
Rechteckschema

a1z -+ QAin

A =

sowie

enthalten. Wir nennen A eine m x n-Matrix und d einen
Vektor der Lange m oder einen m-Vektor. Man schreibt
manchmal auch

A‘ — (a’zj)zzl’ama.]zla’n.

Einen m-Vektor kann man auch als m x 1-Matrix
auffassen.
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Wir definieren den m-dimensionalen reellen Vektorraum
wie folgt:

L1
Rm:{ : le,...,meR}

d.h. R™ besteht aus allen reellen m-Vektoren. Im Fall
m = 3 konnen wir uns das gut als den “normalen”

dreidimensionalen Raum vorstellen. Wir fixieren einen
0

Ursprung, den wir mit dem Vektor | 0 identifizieren.
0
Ferner fixieren wir drei orthogonale Richtungen (z, y und
a
z-Richtung). Den Vektor | b | identifizieren wir mit

C
dem Pfeil, den wir erhalten, wenn wir vom Ursprung

aus a Einheiten in z-Richtung, dann b Einheiten in
y-Richtung und schlieBlich ¢ Einheiten in z-Richtung
gehen. Addition von Vektoren bedeutet dann einfach
aneinandersetzen von Pfeilen:
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Der Abstand zwischen zwei Punkten

L1 9
Y1 und Y2
21 )

Ist

\/(331 —x2)? + (y1 — y2)? + (21 — 22)*.
Entsprechend definieren wir auch den Abstand zwischen
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Punkten
I1 Y1
' und ;

in R™ als
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4.2 QOperationen mit Vektoren und Matrizen

Die Menge aller m x n-Matrizen uber R wird stets mit
R(™") bezeichnet. Zunichst einmal halten wir fest,
wann zwei Matrizen gleich sein sollen:

Seien A,B € R(m:7)  3lso beide Matrizen haben
m Zeilen und n Spalten. Dann heien A und B
gleich, wenn sie komponentenweise gleich sind, d.h.
A = B genau dann, wenn a;; = b;; fur 1 <17 < m,
1<j<n.

Entsprechend heiBen zwei Vektoren a,b € R™ gleich,
wenn sie komponentenweise gleich sind.

Wir sehen, dass Matrizen im Zusammenhang mit
Gleichungssystemen auftreten. Bevor wir uns dem Losen
von Gleichungssystemen widmen, wollen wir uns die
“Algebra” der Matrizen ein wenig anschauen.

Spezielle Matrizen

Ist A eine m X n-Matrix, so hat A m Zeilen und n
Spalten. Eine Matrix mit m = n heifft quadratisch. Ist
A = (a;;)i j=1,. n quadratisch, so heiBen die Eintrage
ai1, @22, . .., any, die Diagonaleintrage von A.
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Beispiel 2.

2 4 8
A= 3 9 27 | eRrRG3
4 16 64

ist eine quadratische 3 x 3-Matrix mit den
Diagonalelementen 2,9, 64.

(i) Eine m x n-Matrix, deren Komponenten samtlich Null
sind, heiBt Nullmatrix und wird mit O bezeichnet,also

00 --- 0
0 0 () ()
0 0 0
Ist n = 1, so heiBt der entsprechende Vektor
Nullvektor, also
0
0= "
0

(ii) Eine n x n-Matrix A, deren samtliche Nicht-
Diagonalelemente, also die Eintrage a;; mit ¢ # 7,

Mathematik | — WiSe 2002/2003 265



(iii)

gleich Null sind, heiBt Diagonalmatrix. Die Matrix
hat also die Form

a 0 0 0
((1)1 a2 9 0 O\
A = : :
0 0 Ay 1 0
Lo 0 0 an

Zur Abkurzung schreiben wir auch A =
diag(all,agg,...,ann).

Die n x n-Diagonalmatrix, deren Diagonalelemente
alle gleich 1 sind, heiBt Einheitsmatrix (n-ter
Ordnung) und wird mit I,, bezeichnet, also

I, =diag(1,1,...,1) =

Die  Spalten der Einheitsmatrix sind  die
Einheitsvektoren in R™. Der i-te Einheitsvektor e;
ist der Vektor, dessen ¢-te Komponente 1 ist und
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dessen andere Komponenten alle 0 sind. Also

Q
0
e, = |1
0

XY

mit dem Eintrag 1 in der i-ten Zeile.

Eine quadratische  Matrix, deren samtliche
Komponenten oberhalb (bzw. unterhalb) der
Diagonalen gleich Null sind, heiBt untere (bzw. obere)
Dreiecksmatrix. Also hat eine untere Dreiecksmatrix
die Gestalt (L: lower)

[ 0 0 0
R T
L: : : .. .. :
In—11 lpn—12 ++ lp—in—1 O
\ lnl ln2 lnn—l lnn)

bzw. eine obere Dreiecksmatrix die Gestalt (U:
upper)
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(Uu Uiro2 -+ Ul n-—1 unn\

0 w22 -+ uU2p—1 U2 p
u=| o - -
0 0 Un—1n—1 Un—1n
\ 0 0 - 0 Unn |

Eine nicht notwendig quadratische Matrix A = (a;;)
heiBt obere Dreiecksmatrix wenn a;; = 0 fur alle ¢ > j

gilt.

Nachdem wir nun einige spezielle Matrizen eingefuhrt
haben, wollen wir einige Operationen auf der Menge der
Matrizen erklaren.

Sei A eine m x n-Matrix. Durch Vertauschen der Zeilen
und Spalten von A erhalten wir eine n x m-Matrix
AT (Sprechweise: A transponiert), die sogenannte
transponierte Matrix zu A.

(041 ay2 -+ Ar4y aln\
21 Q22 -+ Q25 *c*  Q2p
Fur A =
a;1 Qz;2 - Qg5 -~ Qin
\a’ml Am2 Qm gy amn/
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(a11 a1 -+ Q31 - aml\

a2 a2 -+ QAz2 - Am?2
Ist AT =
a’].j 0’2] .« e aZ] .« e amj
\aln asn Ajn a’mn)

Esist (AT)T = A.
Beispiel 3. Fiir die 3 x 4-Matrix

1 23 4
A= -2 30 5
6 —2  —10

iIst AT die 4 x 3-Matrix mit

1 -2 6
2 3 =2

T =
A 3 0 3
4 5 —10

Symmetrische Matrizen
Eine quadratische Matrix A heillt symmetrisch, falls
A=AT,
Fur eine symmetrische Matrix A gilt also a; ; = a;;
fur alle 7, 7.
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Schiefsymmetrische Matrizen
Eine quadratische Matrix A heiBt schiefsymmetrisch,
falls A = —AT,
Fur eine schiefsymmetrische Matrix A gilt also a; ; =
—a;; fur alle 7, j; insbesondere ist a;; = 0 fur alle 3.

Beispiel 4. Die Matrix A ist symmetrisch

1 5 =3
A= T -4 7
-3 7 0
Die Matrix B ist schiefsymmetrisch:
0 1 3
B=| -1 0 2
-3 -2 0

Wir kommen nun zur Addition von Matrizen. Well
Vektoren spezielle Matrizen sind, gelten dieselben Regeln
auch fur Vektoren.
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Addition

Zwei Matrizen A, B € R(™"™) werden addiert, indem

komponentenweise addiert wird, d.h. fiir A = (a; ;)
und B = (sz) ist

a11+0b11 a12 + b12 a1n+bin
A+B-= a21 + baq agg +bgo .- a2n + bay
am1+ bm1 am2 + by 2 amn + bmn

Entsprechend ist die Differenzmatrix A — B durch
komponentenweise Subtraktion definiert. Es werden
nur Matrizen mit gleicher Anzahl von Zeilen und
Spalten addiert oder subtrahiert.

Insbesondere werden zwei Vektoren x,y € R" addiert
bzw. subtrahiert, indem sie koordinatenweise addiert
bzw. subtrahiert werden, d.h.

x1 U1 1T Y1
Xty — 513:2 n y2 _ | =2 Z‘Z Y2
L YUn Ty + Yn
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Multiplikation mit einem Skalar

Sei A eine m x n-Matrix, und sei A € R. Die Matrix
A wird mit dem Skalar A multipliziert, indem jede
Komponente von A mit A multipliziert wird, d.h. fur
A = (aij) Ist

Aai1 Aaia - Aain
YA - >\a_21 >\a_22 Aa_zn
Adm1 Aama 0 Aamnp

Entsprechend wird ein Vektor x € R™ mit einem Skalar
A € R multipliziert, indem jede Koordinate von x mit A
multipliziert wird, d.h.

I )\'ZEl
Nox = )\ I _ )\'iL'z
T A Tp

Im folgenden fassen wir einige Rechenregeln fur die
Addition und skalare Multiplikation von Matrizen
zusammen:
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Seien A,B,C m x n-Matrizen und seien \,u € R
Skalare.

Kommutativgesetz: A+B=B+A
Assoziativgesetze: (A +B)+C=A+ (B + C)
(A)A = A(pA)
Distributivgesetze: AMA+B)=)A+)B
A4+ A = A + uA

Spezialisierung auf Vektoren liefert dieselben
Rechengesetze fur Vektoren, d.h. fur x,y,z € R”
und A\, 4 € R gilt:

Kommutativgesetz: X+y=y+Xx
Assoziativgesetze: (x+y)+z=x+ (y+2z)
(Am)x = A(px)
Distributivgesetze: Ax+y)=Ax+ Ay
(A + p)x = AX + px.
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Jeder Vektor x € R™ IaBt sich mit Hilfe von
Einheitsvektoren zerlegen:

X = =T1-€1 +T2 €2+ -+ Ty €.

Wir sagen auch, dass x eine Linearkombination von
e1,...,e, ist. Dazu spater mehr.

Die Operation des Transponierens ist mit den
hier erklarten Rechenoperationen (Addition und
Multiplikation mit einem Skalar) vertraglich:

(A+B)T=AT+BT und (MAA)T=)\AT.

Es gibt kein Produkt von m-Vektoren, das wieder
einen m-Vektor liefert. Man kann aber sehr wohl ein
Skalarprodukt von Vektoren definieren, d.h. das Produkt
zweier reeller m-Vektoren ist eine reelle Zahl:
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Skalarprodukt

Seien x,y € R™. Dann heiBt die reelle Zahl

<X7Y> — in Y
1=1

das Skalarprodukt der Vektoren x und y.

Wir fassen im folgenden einige Eigenschaften des
Skalarproduktes zusammen:
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Seien x,y,z € R™ und sei A € R. Dann gilt
S1] (x,y) = (¥, x).

S2] Axy) =& A y) =2 (xy).
53] (x+vy,z) = (x,2) +(y,2).

S4] [y < Ax)]- lly ]

S5]  [[Ax]] = [A]-Ix].

S6] ||x||=0 & x=0.

S7] x4yl < Ix[l + [lyll-

S8l x+yll = [Ix[| = [lyll-

Im R? hat das Skalarprodukt eine schone Interpretation.
Wenn wir wieder drei orthogonale Richtungen (x, y und

Z1
z-Richtung) auszeichnen und der Vektor a = | y; | den
<1
I1
Pfeil vom Ursprung zum Punkt | y1 | bezeichnet
<1
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)
(analog fir b = | 2 | ), so gilt
<2

(a,b) = cos(a) - v/ (a,a) - \/(b,b)

wobei o der Winkel zwischen den Pfeilen ist, die zu
a und b gehoren. Ist v ein beliebiger Vektor, so ist
der Skalar 1/(v,v) die Lange des Pfeiles vom Ursprung
zum Punkt v oder, anders gesagt, der Abstand von
v zum Ursprung. Fur Vektoren der Lange 1 ist also
das Skalarprodukt der Cosinus des Winkels zwischen den
Vektoren. Insbesondere bedeutet Skalarprodukt 0, dass
die Pfeile senkrecht aufeinander stehen.

Multiplikation von Matrizen

Wir betrachten zur Motivation der Matrizenmultiplikation
das Beispiel 17.6.1 aus SCHWARZE, Seite 24, Band 3.

Beispiel 5. In einem Chemiewerk werden Steinkohle
(z1) und Braunkohle (z3) durch Hydrierung
zu leichtflussigen (y1) und gasformigen (y2)
Kohlenwasserstoffen verarbeitet. Dabei erhalt man aus
einer Tonne Steinkohle a1 = 0,5 Tonnen leichtflussigen
und ag; = 0,2 Tonnen gasformigen Kohlenwasserstoff.
Bei Braunkohle sind die entsprechenden Zahlen a5 =
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0,4 und ase = 0,3. Wir speichern diese Zahlen in einer
Input-Output-Matrix A wie folgt:

Wenn wir einen Vektor x = xl haben, der angibt,
2
wieviel Tonnen Stein- und wieviel Tonnen Braunkohle in

dem Werk angeliefert werden, so beschreibt der Vektor

a11T1 + a12x2
211 + A29T9

wieviel leichtflussigen und  wieviel gasformigen
Kohlenwasserstoff (Output) man mit diesem Input
produzieren kann.

Stellen Sie sich nun vor, dass die Kohlenwasserstoffe
zu Paraffin (z1), Schmierdl (z2) und Dieselol (z3)
weiterverarbeitet werden. Hier gelten folgende
Beziehungen: Aus einer Tonne leichtflissigem
Kohlenwasserstoff konnen Sie 0,3 Tonnen Paraffin,
0,4 Tonnen Schmierol und 0,2 Tonnen Dieselol
produzieren, bei gasformigem Kohlenwasserstoff sind die
entsprechenden Zahlen 0,2, 0,3 und 0,4. Die Input-
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Output-Matrix ist nun

0,3 0,2 b1 b1z
B = 0,4 0,3 = b21 b22
07 2 07 4 b31 b32

Wenn das Chemiewerk y; Tonnen leichtflussigen und ys
Tonnen gasformigen Kohlenwasserstoff zur Verfiugung
hat, so konnen daraus

z1 = 0,3y; + 0,2y Tonnen Paraffin
zo = 0,4y + 0,3ys Tonnen Schmierol
z3 = 0,2y; + 0,4y, Tonnen Dieselol

produziert werden. Wie sieht es aus, wenn wir direkt
aus dem Input z1 und zo den Output z1, z9 und z3
bestimmen wollen? Die Input-Output-Marix hat die
GroBe 3 x 2 und sieht wie folgt aus:

bi1a11 + b12a21  b11G12 + bi2aos
ba1a11 + b2oao1  ba1aiz + basass
bsi1a11 + b32a21 b31a12 + b32a29
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Numerisch erhalten wir

0,19 0,18
0,26 0,25
0,18 0,2

Diese Matrix ist das Matrixprodukt B - A, wenn man die
Multiplikation von Matrizen wie folgt erklart:

Sei A eine m X n-Matrix, und sei B eine n x k-
Matrix (beachte: die Anzahl der Spalten von A muB
gleich der Anzahl der Zeilen von B sein!). Dann
ist das Produkt A - B der beiden Matrizen definiert
als die m x k-Matrix C, deren Komponente c; ; das
Skalarprodukt aus i-ter Zeile von A und j-ter Spalte
von B ist, also

a;1 by ;

n
cij:Zaipbpj:< : , : >
p=1

Ain bnj

Wir konnen das Skalarprodukt als ein spezielles
Matrixprodukt auffassen. Seien a,b € R" 2zwei
Vektoren. Dann ist aT eine 1 x n-Matrix und b eine
n x 1 Matrix. Somit existiert das Matrixprodukt aTb,
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und es gilt

a'b =) ajb; = (a,b).

j=1
Beispiel 6. Seien
-1 5
1 5 -3 6
A= 3 o ,B:( )
5 1 2 -2 3 4
Dann ist
C=A-B

9 —-15 18 14
3 15 -9 18
0 12 -9 8

Bevor wir einige Rechenregeln fur die Matrizenmultiplikation
zusammenstellen, einige wichtige Bemerkungen:

Auch wenn fur zwei Matrizen A und B beide Produkte
definiert sind, gilt i.a.

A-B#£B-A.
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Falls A-B = B - A gilt, dann heiBen A und B
vertauschbar.

Sei A eine m X n-Matrix, und seien I,, I,, die
Einheitsmatrizen, dann gilt

A1, =A=1,, - A.
AuBerdem gilt fur die Multiplikation mit Nullmatrizen:

A-0=0 , 0-A=0.

Ferner gilt
(A-B)"=BT-AT.
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Rechenregeln fiir Matrizen

In den folgenden Summen und Produkten seien
A,B,C Matrizen, so dass die entsprechenden
Summen und Produkte auch existieren. Weiter sei
A € R ein Skalar.

Assoziativgesetze: (AB)C=A(BC)=ABC
AM(AB)=(AA)B=A(AB)

Distributivgesetze: A(B+C)=AB+ AC
(A+B)C=AC+BC
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