Es folgt nun noch ein Nachtrag zum Thema Grenzwerte
von Funktionen. Wir hatten in Abschnitt 2.6 Beispiele
von Funktionen gesehen, bei denen die Grenzwertregeln
von Seite 171 nicht weiterhelfen, etwa bei Quotienten
von Funktionen, wo Zahler und Nenner fur x — x beide
gegen Null (oder beide gegen unendlich) konvergieren.
Mithilfe der Differentiation ist es nun moglich, weitere
Grenzwertregeln aufzustellen, mit denen sich etwa

- 3
) Sini{x . X
lim ( ) oder lim —
x—0 X r—o0 e¥

bestimmen lassen.

Zunachst soll aber auch noch die Konvergenz von
Funktionen fur x — oo eingefuhrt werden.
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Sei f: D — R eine Funktion. f heiBt fiir x — o
(bzw. x — —o0) konvergent gegen a € R, falls es
fur alle e € R ein t(e) € RT gibt, so dass gilt

ist © > t(e), dann folgt |f(x) —a| < e
bzw. ist x < —t(e), dann folgt |f(xz) — a| < e.

Wir schreiben dann lim =a bzw. lim = a.

xr—r 00 xr—r—00
f heiBt fiir x+ — oo konvergent gegen oo (bzw.
—0), falls es fiir alle M € RT ein t(e) € R gibt,
so dass gilt

ist © > t(e), dann folgt f(z) > M
bzw. ist x > t(¢), dann folgt f(z) < —M.

Man schreibt dann lim = oo bzw. lim = —x

Tr—r 00 Tr—r 00

Analog laBt sich Konvergenz gegen o0 fur x — —o0
definieren.

Ist f nicht konvergent in einem der obigen Sinne, so
heit f auch divergent.

Es gelten die analogen Rechenregeln wie fur Grenzwerte
bei Konvergenz fur x — xq, siehe Seite 171.
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Die Situation laBt sich genau wie bei Grenzwerten fur
x — xo mit waagerechten Streifen der Breite 2¢ um
den Wert a veranschaulichen. Fir lim f(z) = a

Tr—r 00

muss der Funktionsgraph innerhalb des gesamten senk-
rechten Streifens rechts von t¢(¢) auch innerhalb des
waagerechten Streifens liegen.

322 — 22 +5
Beispiel 9. 1. —

R = o e S S R N

60 -40 -20 0 20 X4b 60

Der Graph zeigt wlirrgof(x) = 3 = wg@mf(x).

Beweisen laBt sich dies genauso wie bei Folgen durch
Umf
mformung zu 3_%+%
14+ 5
1

und Benutzen von lim — = 0 fur alle n € N.
r—Foo ™

)
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2. f(z) = —223 + 1722 + 102 + 20

600
\\ 400
\ o
\ 200 - AN
\\\\\ ////// N\
I SRR e o

Der Graph zeigt li_>m f(x)

=—oound lim f(z)

Tr—r— 00

=0

und dies 1aBt sich mit den gleichen Methoden wie in 1.
(Nenner=1) zeigen.

3. lim e* = oo und

T —r 00

4. f(x)

T4 2
€ T 5 Der Graph

€

2x

Tr—r—00

lim e* = 0.

2 x4 8
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zeigt lim f(z) = 0 und lim f(x) = —1. Der
xr—r 00 xr—r— 00

zweite Grenzwert folgt sofort aus den Rechenregeln

auf Seite 171 zusammen mit dem vorigen Beispiel.

Der erste Grenzwert wird in Beispiel 10.3. nachge-
wiesen.

Regeln von de L'Hospital:

Seien D = (a,b)\{xo} mit a < zop < b und f, g :
D — R differenzierbare Funktion, sowie ¢'(x) # 0
auf D. AuBerdem gelte

lim f(x) = lim g(x) =0 (16)

T—T() T—T()

oder

lim f(z)=+0c0, lim g(x)= to0. (17)

T—rT() T—rT()
Dann gilt
/
im 20— iero im LE) 0 (18)
T—>x() g’(:}j) T—>x() g(aj)

Die gleichen Aussagen gelten auch fiir Grenzwerte der

Form limg zg 28, Timy s, £ und limg 100 202,

Man beachte, dass die Implikation (18) auch beinhaltet,
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der Grenz-

/
dass im Falle der Konvergenz von lim (@)

z—ag g'(x)
wert lim f(x)

T—T( g(aj)

uberhaupt existiert.

Es ist ganz wichtig, dass eine der Voraussetzungen (16)
oder (17) erfillt ist. Andernfalls liefert die
Implikation (18) ein falsches Ergebnis. Das wird in
Beispiel 10.8 illustriert. Wenn (16) und (17) beide nicht
gelten, laBt sich der Grenzwert sowieso direkt bestimmen.

Beispiel 10.

1. | 2| Seien f(z) =sin(z), g(z) =z und 2o = 0.
Dann ist (16) erfillt und wegen

lim f(x) = lim COST _ 1
z—0 g'(x)  =—0
st mit (18)  Jim o) gy Sy

z—0 I z—0 g(:c)

2. | 2| Seien f(z) = z° und g(x) = e®. Dann ist (17)

o.@

bei xy = oo erfullt und iterative Anwendung der Regel
von de L'Hospital liefert:
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3 / 2
lim T lim M: lim f(x) = lim Sz
x—o0 ¥ T — 00 g(aj) T — 00 g’(aj) rx—oo e
7
= lim f (@) lim 6—:6
T — 00 g”(az) T—00 €
(3)
—tim L) oy 8 g

3.1 2| Seien f(z) = e*+2und g(z) = e**—2. Dann

®.@)

ist (17) bei x¢ = oo erfiillt und daher
. et +2 : e’ , 1
lim

z—00 2T — 9 z—o02e2T 200 Qe

4. | 0-00 | Seien f(x) =1In(x), g(x) = x und 2y = 0.
Es soll lim In(x)z bestimmt werden. Dies ist zwar

x \,0
kein Quotient, aber durch Umformen erhalt man
|
lim In(z) - z = lim ngaz) =| ==
1
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5.1 | Seien f(z) =1+ < und g(x) = . Dann ist

Tr—r 00

1 T
lim <1_|__> lim f(@g(w) — lim enr(f(2))-g(z)
T—r 00 X T—r 00

= lim eln(l"'%)"’”.
T —r 00

Nun ist der Exponent fur z — oo vom Typ | 0 ¢
und daher ist wie in 3.

1 In(1+4+4%
lim1n<1—|——>-x=hm (1 "’3>:
T —r 00 €T xr—r 00 p
=1
72
1 1
lim — 2 = lim —— = 1.

1 T
Also ist  lim <1 + —> =e' = e, vgl. Seite 209.

T—r 00 T

6. | oo’ | Seien f(z) =z +1 und g(x) ﬁ Dann
gilt

2
lim (z + 1)»@) = lim f(@g(w) — lim en(f(2))-g(z)

T —r 00 T —r 00 Tr—r 00

2
— lim T R,

Tr—r 00
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Der Exponent ist fur x — oo vom Typ | = [ Somit

st
21 1 —
i el S T T R Y

_2
Also ist  lim (z + 1)) = e,

Tr—r 00

0° | Fiir f(z) = +/x - 3% und g(x) = ﬁ gilt

_1
lim <\/§3"”)1n($) — lim f(aj)g(w) — lim ™/ (@)-g(z)

x\0 x\0 x\0
1 In(z)+z In(3)
ry_1 2
= lim "V¥RE) = lim e B
x \0 x \0

Der Exponent ist fur x N\, 0 vom Typ | == |, also

. tln(z)+zln(3) . 5 +In(3)
lim = lim **—
2 \0 In(x) 20 X
1 1
= lim <— + xln(3)> = —
x \,0

Damit ist hi% (Va3®) 2@ = \/e.
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. AbschlieBend noch ein Beispiel, das die Notwendigkeit
der Voraussetzung (16) oder (17) zeigt. Betrachte
f(z) =e?* —2 und g(x) = e* + 2. Es soll

m 1)
mgrfloo g(:lf) (19)

bestimmt werden. Allein die Regel (18) wiirde wegen
f/<33> B 2623:

lim = lim = lim 2" =0
T——00 g’(aj) r——oo0 e~ T——00
den Grenzwert O fiir (19) liefern. Das ist aber falsch,
denn wegen li)rfl e® =0 ist Erfl f(x) = —2 und

mllgloog(:v) = 2, folglich

Offensichtlich sind weder (16) noch (17) erfiillt.
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5.2 Kurvendiskussion

Viele okonomischen Zusammenhange werden durch
Funktionen beschrieben. Daher ist es wichtig, das
Verhalten der Funktionen bestimmen zu konnen. Hierzu
gehoren

1.

o & W

Definitionsbereich

Nullstellen

Monotonieverhalten und (lokale) Extremwerte,
Krummungsverhalten und Wendepunkte,

Asymptotisches Verhalten, d. h. das Aussehen des
Graphen an den Randern des Definitionsbereichs,

. Verhalten von f an Sprungstellen, Polstellen und

Definitionslucken

Dabei ist die Differenzialrechnung ein nitzliches Hilfs-
mittel.

An dem folgenden Beispiel werden alle Begriffe illustriert.
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Beispiel A: g(x) =

22 —2x + 2
1
0.5
6 -4 2 0 2 x 4 6

1. Der maximale Definitionsbereich einer gegebenen

Funktion und seine Bestimmung wurde bereits in
Abschnitt 2.2 behandelt.

Beispiel A: Da das Nennerpolynom keine Nullstellen

hat, ist
D(g) = R.
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2. Die Bestimmung der Nullstellen, also der Schnitt-
punkte des Graphen mit der x-Achse, kann ein schwie-
riges Problem sein. Fiir Polynome (und folglich auch
rationale Funtionen) wurde dies in Abschnitt 2.4 disku-
tiert.

Beispiel A: Das Zahlerpolynom und damit die Funktion
g hat die einzige Nullstelle

2170:1.

Im allgemeinen lassen sich graphisch Naherungswerte fur
die Nullstellen finden. Ein Verfahren zur approximativen
Bestimmung der Nullstellen einer gegebenen Funktion
ist das

Newtonverfahren:
Sei f : D — R eine differenzierbare Funktion. Wahle
einen Wert 1 € D und setze fur alle n € N

f(zn)

LIn+1 = Tn — f/(flf )
n

(Newtoniteration)

Dann gilt:
Wenn die Newtonfolge (x,),cn konvergiert, dann ist
der Grenzwert eine Nullstelle von f.

Die dieser Methode zugrunde liegende ldee ist wie folgt:
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ist x,, ein Schatzwert fur eine Nullstelle, dann wird in
(Zn, f(xy,)) die Tangente an den Graphen von f gelegt.
Sie hat die Gleichung

Yy = f/(xn><x - xn) T f(xn>

lhre Nullstelle ist gerade obiger Wert z,.1, der dann
als neue Schatzung benutzt wird. Die Frage, in welchen
Situationen die Newtoniteration (x,),en konvergiert,
bleibt hier unbehandelt.

Beispiel 11. Sei f(z) = 2* — a mit a € R.. Dann ist
die Newtoniteration

22 —a 1 n a
Ln = In — — = n —
+ 22, 2 v T

In Abschnitt 3.1/Beispiel 12.5 haben wir schon gesehen,
dass die Folge gegen \/a konvergiert, falls ein Startwert
r1 > +/a gewahlt wird.

N o N M OO 0 O
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Man sieht aber auch, dass fur einen Startwert z; < a
bereits o > a i1st und daher auch in diesem Fall die
Folge x,, gegen /a konvergiert.

3. Monotonieverhalten und lokale Extremwerte
Monotonie einer Funktion auf einem Intervall ist bereits
in Abschnitt 2.2 definiert (siehe Seite 103). Im Falle einer
differenzierbaren Funktion 1aBt sich Monotonie mithilfe
der ersten Ableitung klaren.

Monotonieverhalten
Sei f : D — R eine differenzierbare Funktion, I C D
ein Intervall. Dann gilt:

f ist konstant in I genau dann, wenn f’ =0 auf I.

f ist monoton wachsend in I genau dann,
wenn f'(x) > 0 fir alle x € 1.

f ist monoton fallend in I genau dann,
wenn f'(x) <0 fir alle x € I.

f ist streng monoton wachsend in I,
wenn f'(x) > 0 fiir alle x € I.

f ist streng monoton fallend in I,
wenn f'(x) < O fir alle x € I.
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Beispiel A: Die Ableitung von g ist
2(x? — 22 + 2) — (22 — 2)(22 — 2)

g'(x) = (22 — 22 + 2)2
2x(2 — x)
(22— 22+ 2)?

Da der Nenner immer positiv ist, folgt

J@)>0e222-2)>020< 2 <2
¢(x) <0< 22(2—12) <0<z <0 oder z > 2

Also ist g auf (0,2) streng monoton wachsend sowie
auf (—00,0) und auf (2,00) streng monoton fallend.
AuBerdem ist ¢'(0) = 0 = ¢’(2) und dies sind die
einzigen Nullstellen von ¢'(z).

An dieser Stelle ist Vorsicht geboten, denn es gibt
Funktionen, die auf einem Intervall streng monoton
wachsend sind, obwohl die Ableitung dort nicht uberall
positiv ist.

Beispiel 12. Die Funktion f(x) = z° ist streng
monoton wachsend auf R, aber die Ableitung f'(x) =
322 ist nicht Uberall positiv.

Wenn eine Funktion von wachsend in fallend ubergeht,
so liegt dort ein lokales Maximum vor.
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Lokale/Globale Extremwerte:

Sei f : D — R eine Funktion. Dann hat f an der
Stelle zyp € D ein lokales (relatives) Maximum
(bzw. lokales (relatives) Minimum), wenn eine
kleine Umgebung von zy noch im Definitionsbereich
von f liegt und f(xp) mindestens so groB (bzw.
klein) ist wie alle anderen Funktionswerte in dieser
Umgebung von xo. Genauer: wenn es ein € > 0 gibt,
so dass gilt (xg — ¢, 9 +¢) C D und

f(xzg) > f(x) furalle zg —e <x < xg+ ¢
bzw. f(xg) < f(z) fir alle g —e <z < zo + €.

Die Funktion f hat an der Stelle xy ein globales
Maximum (bzw. globales Minimum), falls

f(xo) > f(x) (bzw. f(xg) < f(x)) fir alle x € D.

Gilt dabei in den Ungleichungen nur fur x¢ Gleichheit,
so sprechen wir von isolierten lokalen oder globalen
Maxima und Minima.

Die Stelle z¢ heiBt in all diesen Fallen lokale
(bzw. globale) Minimalstelle oder Maximalstelle
oder einfach Extremalstelle. Der Punkt (zq, f(z¢))
auf dem Graphen heiBt lokales (bzw. globales)
Minimum oder Maximum oder einfach Extremum.
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Beispiel A: Die Uberlegungen zum Monotonieverhalten
zeigen, dass xyp = 0 eine isolierte lokale Minimalstelle
und ;1 = 2 eine isolierte lokale Maximalstelle ist.
Zugehoriges Minimum und Maximum sind die Punkte

(0,9(0)) = (0,-1),  (2,9(2)) = (2,1).

Beispiel 13. 1. Die Funktion f : [0,1] = R mit f(z) =
x hat in zg = 1 ein isoliertes globales Maximum aber
kein lokales Maximum.

2. Die konstante Funktion f: R — R mit f(x) = 5
hat an der Stelle g = 2 ein lokales Maximum, aber
kein isoliertes lokales Maximum. Ebenso hat sie an
jeder anderen Stelle ein lokales Maximum, welches
kein isoliertes lokales Maximum ist. Die gleichen
Aussagen gelten auch, wenn man Maximum durch
Minimum ersetzt.

3. Die Funktion f(z) = 2° — 22° — 2 + 2

éoénLl'\ao.:L

-12-
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hat ein lokales Maximum zwischen —1 und O sowie
ein lokales Minimum zwischen 1 und 2.

Die genauen Werte lassen sich (manchmal) iiber die
Ableitung bestimmen.

Notwendiges Kriterium fiir lokale Extrema:
Sei f: D — R differenzierbar, und sei xy € D eine
lokale Extremalstelle von f. Dann gilt:

f'(xo) = 0.

Die Nullstellen von f’ heiBen kritische Punkte oder
auch stationare Punkte von f.

In Beispiel 13.3 ist f'(x) = 32° —4x — 1. Die Nullstellen
sind gegeben durch

2+ /7 2 — /7
3 3

~ 1,55,

~ —0, 22.

An diesen Stellen liegen daher die beiden lokalen
Extrema. Dies bestatigt auch der Graph. Maximum
und Minimum sind

<2—\ﬁ 20 + 147
3 27

) ~ (—0.22, 2.11).
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<2+\ﬁ 20 — 147
3 27

) = (1.55, —0.63)

Die Umkehrung der obigen Aussage gilt nicht, siehe
Beispiel 12. Um sicher zu sein, ob eine Nullstelle der
Ableitung zu einem lokalen Extremum gehort, muss
man auch noch die weiteren Ableitungen auswerten.

Hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema:

Sei f: (a,b) — R eine n-mal differenzierbare Funk-
tion und sei zg € (a,b).

Weiterhin gebe es ein m € N mit 2 < m < n, so
dass

f/(330> — f”<ﬂfo) == f(m_l)(330> + f(m>(l‘o>-

Ist m gerade, dann besitzt f an der Stelle z¢ ein
iIsoliertes lokales Extremum und zwar

ein isoliertes lokales Maximum falls f(™)(z0) < 0

ein isoliertes lokales Minimum falls f("™ (2) > 0

Ist m ungerade, so hat f in x( kein isoliertes lokales
Extremum; der Punkt (zq, f(x()) heiBt in diesem Fall
Sattelpunkt.
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Beispiel 14. Sei f(z) = 2™

1. Ist n = 3, soist f'(x) = 322, f"(x) = 6z, f"(x) =
6. Daher ist der Punkt (0,0) ein Sattelpunkt von f.
Dies gilt ebenso fur alle ungeraden n, da stets

Ff7 =pl oz und fM = n!
2. Ist n =4, soist f® =41.z und @ =41 = 24

Somit ist (0, 0) ein isoliertes lokales Minimum von f.
Dies gilt ebenso fur alle anderen geraden n.

Beispiel A: Nach der Quotientenregel ist
(4 — 4x)(2* — 22 + 2)?

11
g (x) = (2% — 22 + 2)4
—2(x* — 2z + 2)(2z — 2)(4x — 227?)
(22 — 22 + 2)4
4@ =32 +2)  4(x—1)(2* — 22 —2)
(22 — 22 4+ 2)3 (22 — 22 + 2)3
Also ist

g"(0)=1>0, g¢"(2)=-1<0.

Auf Seite 365 hatten wir bereits ¢'(0) = ¢'(2) = 0
festgstellt. Folglich hat g an der Stelle g = 0 ein
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isoliertes lokales Minimum und an der Stelle 1 = 2
ein isoliertes lokales Maximum, was wir auch schon auf
Seite 367 festgestellt hatten.

3
Beispiel 15. Sei f(z) = (2° — 533‘)633. Zur Bestimmung

eventueller lokaler Extrema bestimmen wir die erste
Ableitung

3 2

f'(z) = (22 — 5)6m + (z° — 5:13)6‘”
1 3 3
= (2% + 5%~ 5)633 =(z—-1)(z+ §)ea’
Folglich sind die kritischen Punkte
—3
:cozlundm:?.
Mit der zweiten Ableitung
1 1 3 5
f'(x) = (2:c+§)ew+(:c2-|—§a:—§)ew = (:c2—|—§:c—1)e"”
erhalten wir
5 —3 5 -3
1) = 2 nme_—2y 2 5 .
f() 26>07 f(2> 26 <0

Also liegt ein isoliertes lokales Minimum an der Stelle
ro = 1 vor und ein isoliertes lokales Maximum an
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der Stelle 21 = 2. Die ungefdhren Koordinaten der
isolierten Extrema sind

(1, —1.36) und (—1.5, 1).

Man erkennt auBerdem

f'(z) > 0 fir z € (1,00) oder z € ( — o0, —%)7
3
() < 0 fi - 21).
f (33) < ur r € < 2’ )
Damit ist die Funktion f auf (1,00) sowie (—oo,—3)

streng monoton wachsend und auf ( — 2,1) streng
monoton fallend. Hier ist der Graph

So wie wir es gerade getan haben, lassen sich allgemein
die kritischen Punkte anhand des Vorzeichenverhaltens
der ersten Ableitung klassifizieren.
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Sei f: D — R differenzierbar, und sei xyp € D mit
f'(x9) = 0. Gibt es ein € > 0 mit

, >0 fur 29— <z <o,
fi(z) ]
<0 fur x9<ax<xy+e,

so besitzt f in zg ein isoliertes lokales Maximum.

|st .
(2) <0 fur x290—€<zx< 2,
>0 fur xp<zxz<x0+e

so besitzt f in zg ein isoliertes lokales Minimum.
Besitzt die Ableitung f’ keinen Vorzeichenwechsel im
Punkt 29, dann hat f an der Stelle x( kein isoliertes
lokales Extremum.

Zur Bestimmung der globalen Extrema einer Funktion
f I — R, wobei I ein abgeschlossenes oder
halboffenes Intervall ist, ist es immer notwendig, die
Funktionswerte an den Intervallgrenzen zu bestimmen
und mit den Werten an den lokalen Extrema
vergleichen.

Beispiel 16. 1. Sei f : [—4,2] — Rmit f(2) = 2°+2—
2. Dann ist f(—4) = 10 und f(2) = 4. AuBerdem

ist f'(z) = 2z 4+ 1, also mp = —1% ein kritischer
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Punkt. Wegen f”(x) = 2 > 0 fiir alle z liegt an
der Stelle xy ein isoliertes lokales Minimum mit den
Koordinaten ( — 3,—32). Dies muss dann auch ein
globales Minimum (auf [—4,2]) sein, denn an den
Randern sind die Funktionswerte groBer und weitere
lokale Minima gibt es nicht. Die Funktion hat keine
isolierten lokalen Maxima. Ein globales Maximum

liegt am linken Rand x; = —4 vor.
1
2. Die Funktion f : (0,00) = R mit f(x) = — hat kein
x
globales Maximum und kein globales Minimum.

4. Krummungsverhalten und Wendepunkte Das
Krummungsverhalten einer Funktion liefert Aussagen
daruber, wie stark sich das Wachstum auf einem Intervall
andert.

Beispiel A: Wir wissen bereits, dass die Funktion g
zwischen 0 und 2 wachsend ist. Der Graph zeigt
daruberhinaus, dass er bei 0 ansteigt und irgendwo
zwischen 0 und 2 am steilsten ist und dann das
Wachstum langsamer wird um schlieBlich an der
Extremstelle 2 eine waagerechte Tangente zu haben.
Dies Phanomen [aBt sich auch mit Sekanten an den
Graphen beschreiben. Auf einigen Intervallen liegt der
Graph von f stets oberhalb von all seinen Sekanten, auf
anderen stets unterhalb.
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Konvex, Konkav, Wendepunkt:
Sei f : D — R eine Funktion und sei I C D ein
Intervall. Gilt fur alle x1,25 € I

f <5L"1 +332> < f(z1) + f(x2)

2 2 ’

dann heiBt f konvex (linksgekriimmt) in I.
Gilt fur alle z1, 29 € 1

f <Zl?1 -;332> > f(z1) ‘; f($2)7

dann heiBt f konkav (rechtsgekriimmt) in I.

Die Funktion f heiBt konvex bzw. konkav, wenn
diese Bedingung fur I = D erfullt ist.

Ein Punkt 2o € D heiBt Wendestelle von f,
wenn die Funktion an diesem Punkt ihr Konvexi-
tatsverhalten andert, d.h. es gibt ein ¢ > 0, so
dass f in [xg — ¢, z¢| konvex (aber nicht konkav) ist,
und in [xg,z¢ + €] konkav (aber nicht konvex) ist,
bzw. umgekehrt. Der Punkt (xg, f(xg)) heiBt dann
Wendepunkt von f.

Im Falle einer zweimal differenzierbaren Funktion |aBt
sich das Krummungsverhalten anhand der zweiten
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Ableitung feststellen.

Konvexitatsverhalten:

Es sei f : D — R eine zweimal differenzierbare
Funktion und sei I C D ein Intervall. Dann ist f in
I genau dann konvex (bzw. konkav), wenn gilt

f(z) >0 (bzw. f'(z) <0) fiiralle z € 1.

Gibt es eine ungerade Zahl m € N mit m > 3 und
(o) = fP(wo) = - f™ V(o) = 0 # ™) (),

dann besitzt die Funktion f an der Stelle x( einen
Wendepunkt.

Beispiel A: Auf Seite 370 hatten wir die zweite
Ableitung berechnet:
§(x) = 4(x — 1)(2* — 22 — 2)
(2% — 22 + 2)3

Nun ist wegen 2% — 22 — 2 > 0 fiir alle

g'(2)=0& 2 —1=0oder 2* — 2z —2=0
<:>$:10der33:1+\/§odergj:1_\/§.
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Damit wechselt ¢"”(z) nur an diesen drei Stellen ihr
Vorzeichen. Durch Einsetzen von z-Werten aus den
4 Intervallen (—o0, 1 —+/3), (1 —+/3,1), (1,1 + /3)
und (14 /3, 00) erhidlt man das Vorzeichen von ¢''(x)
und damit das Krimmungsverhalten von g auf dem
jeweiligen Intervall. Wegen /3 ~ 1,7 betrachten wir
folgende Werte

g”(—l) = <0, g//(()) =1>0,

8
oy — —1 < 0 "3y = — > 0.

Also ist g auf (—oo, 1 — v/3) sowie (1,1 4 v/3) konkav
und auf (1 —+/3, 1) sowie (1 + v/3,00) konvex. Die
Stellen 29 = 1 — 3,21 = 1,25 = 1+ /3 sind
demnach Wendestellen (da wir direkt den Wechsel des
Krummungsverhaltens festgestellt haben, miussen wir
nicht mehr die nichste Ableitung Uberpriifen). Die
Wendepunkte sind

(1 -3, —\/75), (1,0), (143, \/75)

Beispiel 17. Wir betrachten wieder die Funktion

3
flz) = (2* — 5:1:)6‘”. Die zweite Ableitung war in
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Beispiel 15. berechnet worden und ist

f(z) = (2% + gaz —1)e”.

Losen der quadratischen Gleichung 22 + gaz -1 =0
liefert die Nullstellen
=5 —v4l -5+ v41

o = 1 ~ —2, 85, L1 = ~ O, 39.

Das sind also mogliche Wendestellen der Funktion f.
Da nur an diesen Stellen f"'(x) ihr Vorzeichen dndert,

konen wir wieder das Vorzeichen von f”(z) auf den

Intervallen ( — oo, —5—T\/ﬁ>, (- _5_4\/5, _5‘2\/H) und

(‘52\/5, oo) durch Einsetzen eines x-Wertes ermitteln:

f"(=3)=0,5¢">0, f"(0)=-1<0,
f'(1)=2,5-¢>0.

Also ist f auf ( — oo, #ﬁ) sowie auf (#ﬁ, )
konvex und auf ( — _5_4\/5, _52\/5) konkav. Die

Wendepunkte habe die ungefahren Koordinaten

(—2.85, 0.72) und (0.35, —0.57).
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5. Asymptotisches Verhalten

Hierunter versteht man das Verhalten des Funktions-
graphen an den Randern des Definitionsbereichs. Das
Ist , .

lim f(x) oder lim f(x),

r—r—00 T—r 00
falls ein Intervall der Form (—o0,a) oder (b,00) im
Definitionsbreich von f enthalten ist. Das ist aber auch
das Grenzwertverhalten

lim f(x) oder lim f(x)

T \(T( x Sxq

sein, falls es ein Intervall (x(,b) oder (a,zg) im
Definitionsbereich von f gibt. Letzteres trifft
typischererweise auf Definitionslucken von f zu. Die
Bestimmung solcher Grenzwerte war in Abschnitt 2.6
sowie fur x — Zo00 in 5.1 behandelt worden. Hierbei
konnen ggf. die Regeln von I'Hospital hilfreich sein.

Beispiel A: Fiir die Funktion g ist D(¢g) = R und es
sind nur die Grenzwerte fur x — oo zu bestimmen.
Das liefert in diesem Fall

2 _ 2
T T2

= 0.

Jetzt haben wir gentgend viel qualitative Information,
um eine Skizze des Funktionsgraphen anzufertigen.
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Im folgenden Bild sind die Extrema als ¢ und die
Wendepunkte als o eingetragen.

Vergleichen Sie noch mal den Verlauf des Graphen mit
den gefundenen Monotonie- und Krimmungsaussagen.

Beispiel 18. Ist f(x) = 1121(:13)1
22 _

bereich D(f) = Ry \{1}. Damit sind die Grenzwerte

lim f(2), lim f(@), lim f(@), Jim f(2)

zu untersuchen. Es ist

- so ist der Definitions-

1
lim n() = 00
x \,0 2 —1

da der Zahler gegen —oo und der Nenner gegen —1

konvergiert.  AuBerdem ist wegen lim1 In(x) = 0 =
xr—
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liml(:c2 — 1) nach den Regeln von de I'Hospital
r—r

1

= 1 1
= lim *+ = lim — = —.
x—12x

. In(x)
lim dm o

c—1 2 — 1

Die Funktion hat also an der Stelle 25 = 1 eine hebbare
Definitionsliicke. ~ SchlieBlich ist wegen lim In(z) =

r— 00
o0 = 1i_>m (z® — 1) ebenfalls nach den Regeln von de
|'Hospital
In(x) 1 1

lim > = 5

Der Graph bestatigt diese Rechnungen:

169
147
129\

084

0.6 \
0.4 —

0.24

05 1 15 2x 25 3 35 4
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