5.3 Wachstumsrate und Elastizitat

Ist f eine Okonomische Funktion (also z.B. Gewinn,
Kosten, etc.), dann wird die Ableitung f' auch als
Grenzfunktion (Grenzgewinn, Grenzkosten, etc.) be-
zeichnet. Denn die Ableitung liefert den Grenzwert der
Anderung von f(z) bei Anderung von z auf z + h:

flx+h) = f(z) = f'(z)h
oder mit der A-Notation (vgl. Seite 338)

Af =~ f'(x)Az.

Beispiel 19. Seien f(x) die Steuern, die auf das
Einkommen x zu zahlen sind. Wachst das Einkommen
um h = 1 €, dann gibt die Grenzsteuer f'(x) in guter
Naherung an, wieviel zusatzliche Steuern fir diese 1 €
zu zahlen sind.

In Beispiel 1. hatten wir fur die Kostenfunktion

K(z) = 20y/x + 100

folgende Anderungen fur h = 0,01 erhalten. Wir ver-
gleichen sie mit der Ableitung an der jeweiligen Stelle:
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K(z+0,01)—K(x) K/<{C>

X 0,01

10 3,161 3,162
100 1,0 1
1000 0,316 0,316

Wichtiger als absolute A_r_lderungen sind in der Okonomie
im allgemeinen relative Anderungen, d.h.:

Wie andert sich f(x) prozentual, bezogen auf den
Funktionswert an der Stelle z7

Seien f : D — R eine differenzierbare Funktion und
xog € D mit f(xg) # 0. Der Ausdruck

heiBt Wachstumsrate oder prozentuale Anderung
der Funktion f an der Stelle xo. Sie entspricht der
relativen (prozentualen) Anderung der Funktion f an
der Stelle xy bezogen auf den Funktionswert f(xg).
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Beispiel 20. Ein Grundkapital K fuhrt bei stetiger
Verzinsung mit einem nominellen ZinsfuB d = £~ zu

_ _ 100
einem Kapital
K(ZU) = Koewd

nach x Jahren (vgl. Seite 208). Die Wachstumsrate ist

K'(z) dKoe™

)~ Koerd ~ &

Die Wachstumsrate ist also fur jeden Zeitpunkt = gleich
dem ZinsfuB.

Seien f : D — R eine differenzierbare Funktion und
xrg € D mit f(xo) # 0. Der Ausdruck

o f'(x0)
€f<x0> — f(xO)

wird als Elastizitat von f an der Stelle x4 bezeichnet.
Ist f eine okonomische Funktion, dann heiit f an
der Stelle xg

starr, wenn €¢(xg) = 0,

elastisch, wenn |es(xg)| > 1,
proportional elastisch, wenn |e¢(z)| =1,
unelastisch, wenn |ef(zo)| < 1.
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Die Elastizitit gibt an, wie sich eine kleine Anderung
von o zu einer relativen Anderung von f(zg) verstarkt.
Sie ist eine Naherung fur das Verhaltnis von relativer
(prozentualer) Anderung des Funktionswerts f(zg) zu
relativer Anderung der Variablen zy. Dies zeigt die
folgende Rechnung:

f(zo+h)—f(zp)

ef(wo) = lim L
iy 0 f(xo +h) — f(zo) _ %o f'(z0)
h—0 f(x0) h f(xo)

Ist |ef(z0)] < 1, so ist die relative Anderung von
F(x0) kleiner als die relative Anderung von z, (jeweils
betragsmaBig). Ist |ef(zp)| > 1, so wirkt sich eine
relative Anderung von xo verstarkend auf die relative
Anderung von f(zo) aus. Zahlenm3iBig bedeutet dies
zum Beispiel:

ef(x) =4

f(x) steigt um etwa 4%, wenn x um 1% steigt.
ef(x) = =3

f(x) fallt um etwa 3%, wenn & um 1% steigt.
ef(xz) =0,5:

f(x) steigt um etwa 0,5%, wenn x um 1% steigt.
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Beispiel 21.
1. Gegeben sei die Nachfragefunktion N(p) = 16 — 2p,

wobei p € [0, 8] der Preis sei. Dann ist N'(p) = -2,
und fur die Preiselastizitat ergibt sich

N'(p) _ —p _ p
N(p) 8-p p-38

Die Nachfrage N(p) ist elastisch, wenn |ex(p)| > 1,
d.h. in diesem Fall ex(p) < —1. Dies ist genau fir
p € (4,8) der Fall. Eine Erhéhung des Preises p
hat fur p > 4 somit einen relativ starken Ruckgang
der Nachfrage zur Folge. So ist etwa en(6) = —3,
also sinkt die Nachfrage um 3%, wenn der Preis
ausgehend von pg = 6 um 1% steigt. Analog ist die
Nachfrage unelastisch ist fir p < 4. Dies bedeutet,
dass fur Preise kleiner als 4 eine Erhohung des Preises
zu einem relativ schwachen Rickgang der Nachfrage
fiihrt. Etwa fallt wegen ex(2) = —% die Nachfrage
nur um %%, wenn der Preis ausgehend von py = 2

um 1% steigt.

en(p) =p-

2. Die Herstellungskosten fur ein Produkt setzen sich
zusammen aus den fixen Kosten Ky (Maschinen etc.)
und den variablen Kosten k, (Material etc.). Die
Gesamtkosten in Abhangigkeit von der produzierten
Menge x betragen demnach

K(x) =K;+k, x.
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Die Stuckkosten sind dann

K(xz) Ky
Xz - Xz

S(x) = + k.

Die Elastizitat der Kosten bezuglich der produzierten

Menge ist ko

- Kf + k,x

Da die Zahlen z, K k, positiv sind, liegt die
Elastizitat zwischen 0 und 1. Die Kosten sind also
stets unelastisch. Die Elastizitat der Stuckkosten ist

Ky
- Kf—i—k,vx

ek ()

es(x)

Sie liegt stets zwischen —1 und 0. Daher ist S(x)
unelastisch. AuBerdem ist

lim eg(x) =0

i de )

und daher wird der prozentuale Anstieg von S(x)
bei einem Anstieg von x um 1% immer kleiner wenn
die Ausgangsmenge x groBer wird. Das entspricht
auch der Vorstellung, da die fixen Kosten bei groBer
Stuckzahl einen immer kleiner werdenden EinfluB auf
die Gesamtkosten haben.

Mathematik | — WiSe 2002/2003 387



Hat die Funktion f eine Umkehrfunktion, dann gilt

Elastizitat von Umkehrfunktionen:
Mit y = f(x) ist
1
ep-1ly) =
d er(z)

Sei N(p) eine Nachfragefunktion in Abhangigkeit vom
Preis p und bezeichne mit = die nachgefragte Menge,
also x = N(p). Dann ist die zugehorige Erlosfunktion

E(x)=p- .

Umgekehrt hangt auch p von der nachgefragten Menge
ab, das wird durch die Umkehrfunktion p = N~ !(x)
beschrieben. Fur den Grenzerlos in Bezug auf die Menge
folgt

E'(x)

Hz) +a(N7H) ()

) +

N(p)
N'(p)

N-
N-

N'(N=(z))

1
€N(P))'

Dieser Zusammenhang heiBt in der Okonomie auch
Amoroso-Robinson-Gleichung.
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Die Gewinnfunktion ist gegeben durch

Fiir ein (lokales) Maximum von G(z) muss G'(xz) = 0
gelten, also:

K'(z)=E'(z) =p <1 T €N1<p)>

Da im allg. K'(x) > 0 und p > 0, muB dann leW > —1
sein. Da im allg. en(p) < O ist, folgt also en(p) < —1.
Ein Gewinnmaximum liegt also im allg. im elastischen
Bereich der Nachfragefunktion.
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Beispiel 22. In der Situation eines Monopolisten soll
der Gewinn G(p) in Abhangigkeit vom Preis p maximiert
werden. Der Gewinn berechnet sich aus dem Erlos und
den Kosten als

G(p) = xp — K(2).

Ist zum Beispiel K(z) =14+ 2 und x = N(p) =5—p
bei Preisen p € [0, 5], dann ist

G(p) = —p° + 6p — 6.

Wegen G'(p) = —2p + 6, G"'(p) = —2, liegt bei p =3
(und z = N(3) = 2) ein lokales Maximum, mit dem
Gewinn G(3) = 3. Wegen G(0) = —6, G(5) = —1 ist
dies auch ein globales Maximum.

Die Elastizitat der Nachfragefunktion N (p) ist

_pN'(p) _ —p _ P
N(p) 5-p p—5

en(p)

und es ist |[en(p)| > 1 genau fiir p > 2. Das Maximum
von G(p) liegt also tatsachlich im elastischen Bereich.

Mathematik | — WiSe 2002/2003 390



