6.6 Extrema unter Nebenbedingungen

Ziel: Bestimme Extrema der Funktion z = f(xq,...,z,)
unter den Nebenbedingungen

g1(x1,...,xy) = 0
92(3317 . 73372) = 0
gm(x1,...,x,) = 0O

Lassen sich die Bedingungen

gi(x1,...,2n) =0, j=1,2,...,m,

nach m der Variablen auflosen, etwa nach xq,...,x,,,
dann gilt:

1 = O1(Tmt1sTmt2s- .-, Tn)

L2 = QOQ(xm-I-laxm-l-Qa ,ZCn)

LIm = g0m<CCm_|_1,ZCm_|_2,...,ZCn>
Einsetzen in f(x1,22,...,2,) liefert eine Funktion
®(rmi1, Tma2,...,Tyn), deren Extrema dann gesucht
werden.
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Beispiel 14. (SCHWARZE Band 2, 13.3.1(b)) Ziel:
Stelle quaderformige Blechschachteln (Lange [, Breite
b und Hohe h) vorgegebenen Gewichts G und groBtem
Volumen her. Ein cm? Blech wiege a Gramm. Wir
erhalten so das Problem

maximiere V(I,b,h) =1-b-h
unter G=2-a-(l-b+1-h+b-h)

Wir losen die Nebenbedingung nach [ auf und erhalten

& — bh
+ h

[ =

)

Fur % setzen wir A. Einsetzen in V liefert dann

A —bh Abh — b*h?
bh =

Vib.h) = b+ h b+ h

Beachte dass V' eine Funktion in den Variablen b und h
ist. Die Variable [ haben wir eliminiert.

Von dieser Funktion mussen wir nun ein Maximnum
bestimmen. Dazu bestimmen wir die ersten partiellen
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Ableitungen:

oV h(A—b*—2bh)
b (b + h)2
oV b*(A—h? - 2bh)
oh (b+ h)?

Wir mussen nun b und h so bestimmen, dass beide
partiellen Ableitungen 0 sind. Das ware fur b=h =0
der FAIl, was aber offensichtlich keine sinnvolle Losung
fur unser Optimierungsproblem ist. Wir erhalten b =
+h. Weil negative Losungen ebenfalls nicht sinnvoll
sind, gilt

Man rechnet leicht nach, dass dann auch [ = \/g. Unser

Volumen hat also fur den Wiirfel einen Extremwert. Weil
dies das einzige Extremum ist, kann man sich leicht
klarmachen, dass es ein Maximum sein muss: Denn
sicherlich muss das Volumen irgendwo maximiert werden.
Wenn dies nicht fur den Wirfel passiert, misste es ja
einen anderen stationaren Punkt geben, was aber nicht
der Fall ist. Alternativ konnen Sie auch die Hessematrix
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bestimmen:

—2h%(h%2+A) —2bh(— A+b%+3bh+h?)
(b+h)3 (b+h)3
H =
—2bh(— A+b2+3bh+h?) —2b%(b2+ A)
(b+h)3 (b+h)3

Die Hessematrix H = (h; ;) ist negativ definit fiir b =

h =+/A/3, denn

v3A
hl,l = —T<O

det(H) A > 0

4

Der Wurfel maximiert also in der Tat das Volumen.

In vielen Fallen ist es nicht moglich, die
Gleichungsrestriktionen aufzulosen. Um auch diesen Fall
zu behandeln, definieren wir zunachst die Lagrange-
Funktion:

L(xz;A) = L(zy, ..., Ay ooy Am)
= f(ﬂfl,...,xn> + Zl)\] gj<£l§'1,,xn)
]:
Die X\;, 4 = 1,...,m, heiBen Lagrange-
Multiplikatoren.
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Ferner definieren wir die Jacobi-Matrix J der g; an der
Stelle a:

09
J,(a) = <—J<a>>
J axk ]:1,,m; k:17"'7n

Die Matrix J ist eine m x n Matrix. Man kann Sie
als Ableitung von (g1,...,gm an der Stelle a € R"
auffassen.

Wir erhalten folgende notwendige Bedingung fur
Extrempunkte:

Seien f: D —+Rundg; : D =R, j=12,...,m,
D C R", stetig partiell differenzierbare Funktionen.
Die Funktion f habe an der Stelle a € D° (dem
Innern von D) ein relatives Extremum unter den
Nebenbedingungen g;j(a) =0, j =1,...,m, und die
Jacobi-Matrix J,(a) habe den Rang m. Dann gibt
es \*=(A},...,\*)eER™, sodassfiri=1,...,n
gilt:

99; (.
L,.(a,\*) = E A% ‘7
(2, 8:132 ]8ZCZ
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Beachte, dass die partiellen Ableitungen

oL _

gerade die Gleichungsrestriktionen sind. Wenn wir also
die partielle Ableitung der Lagrangefunktion L nach A;
gleich O setzen, ist das gleichbedeutend damit, g; gleich
0 zu setzen. Wir konnen also sagen, dass die Lagrange-
Funktion L(z, \) an der Stelle (a, \") einen stationaren
Punkt hat.

Um potentielle relative Extrema fur f in der obigen
Situation zu finden, werden also n 4+ m Gleichungen fur
die n + m Unbekannten xq,...,2,, A1,..., A, gelOst,
um stationare Punkte der Lagrange-Funktion zu finden.

Beispiel 15. Wir wollen
f(@1, 22, w3, 24) = @] + 25 + @5 + 2]
unter den Nebenbedingungen

r1+x0 =2

To+x3+2x4 =4
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minimieren. Die beiden Gleichungen g; und g- sind also

g1 = 2—x1— X2

go = 4—x9— 23— T4
Die Nebenbedingungen sind
g1 = 0, g2 = 0.
Die Lagrangefunktion ist

L($1,£C2,$3,334,)\1,)\2> = ZIZ‘%‘FZB%‘FIC%‘F%E‘F
+)\1(2 — 1 — 332) +
‘|‘)\2<4 — X9 — X3 — £C4>.

Um stationare Punkte zu finden, mussen wir die
partiellen Ableitungen bilden und diese O setzen:

Ly, = 2z1 -\

Ly, = 29— XM — Ao
Ley = 2x3— Ao

L., = 2x4—Ag

Ly, = 2—-xz1—x

Ly, = 4—x90—23— 14
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Beachte dass die letzten beiden Gleichungen nichts
anderes als unsere Gleichungsrestriktionen g; = 0
und go = 0 sind. Das liefert das inhomogene
Gleichungssystem

2 0 0 0 -1 0 7 0
(o 2 0 0 -1 -1 \ (:1:2\ (o\
0 0 2 0 0 -1 |[|as| |0
0 0 0 2 0 -1 ||z|T]o0
1 -1 0 0 0 0 A =
\0 -1 -1 -1 0 o J\x) \-4

mit der eindeutigen Losung

r1=0,4; x2o=1,6; x3=124=1,2;
)\120,8; )\222,4

Die Jacobimatrix ist (unabhangig von a)

-1 -1 0 O
= < 0 -1 -1 —1>
hat also den Rang 2.

Bevor wir nun zu hinreichenden Bedingungen kommen,
ein Wort zu der Bedingung, dass die Jacobi-Matrix
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vollen Rang hat. Diese Bedingung wird beispielsweise in
SCHWARZE unterschlagen:

Beispiel 16. Wir betrachten das Problem
minimiere — xy

unter x5 — (1 —29)°
— X9 — (1 — x1)3

|
o o

Beachte, dass die Nebenbedingungen hier nur eine
vornehme Art sind, (1 — 21)> = 0 auszudriicken.
Wir haben also ein Minimum an der Stelle z; = 1
(dem einzigen Punkt, der beide Gleichungsrestriktionen
erfillt). Die Lagrangefunktion lautet

L(Zlﬁl, To, )\1, )\2) = —5131-|->\1(332—(1—56‘1)3)—>\2<.’E2-|—(1—5131>3>

An der Stelle 1 = 1,25 = 0 haben wir aber keinen
stationaren Punkt, welil

oL My _
833‘1 0 - .

In diesem Fall hat die Jacobi-Matrix

1 0)=(0 )
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nicht den Rang 2.

Nun zu den hinreichenden Bedingungen: Ist (a, \*)
ein stationarer Punkt der Lagrange-Funktion, dann
betrachten wir die Hesse-Matrix von L nach den

Variablen zq,...,x, fur A*. Bezeichne diese Hesse-
Matrix mit H:
) LZIJ1ZE1($; Xk) T Lﬂ?l%z(x; )‘*>
Hp(z; ) = 5 5

Hinreichende Bedingung

Es seien f : D - Rund g, : D =+ R, D C R",
zweimal stetig partiell differenzierbare Funktionen.
Die zugehorige Lagrange-Funktion L(x;A) habe an
der Stelle (a; A*), a € D?, einen stationaren Punkt.
Ist Hy(a; \*) positiv definit (negativ definit), so
ist a ein relatives Minimum (Maximum) unter den
Nebenbedingungen g;(a) =0 fir j =1,2,... ,m.
Ist Hp(x; \*) sogar positiv definit (negativ definit)
fur alle x € D, so ist a ein globales Minimum
(Maximum) unter den Nebenbedingungen g;(a) =0
fur g =1,2,...,m.

Beispiel 17. In Beispiel 15. ist die Matrix H unabhingig
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von a und \;

20 0 0
. 0 2 0 0
HL_0020

0 0 0 2

ist positiv definit, wir haben also ein Minimum.

Beispiel 18. Wir wollen Extrema der Funktion
flz,y,2) =2° +y* + 27

unter den Restriktionen

I
—

r+2y+z
20 —y—3z = 4

bestimmen. Die Lagrangefunktion L ist

L(az,y,z,)\l,)\g) = 5132 + y2 + 22 +
+A(—x—2y—2z+1) +
+o(—2x +y+ 32+ 4)
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Die partiellen Ableitungen sind

L, = 2x— X —2)\
L, = 2y—2X1+ X
L, = 2z—X +3)\
Ly, = —x—-2y—z+1
Ly, = 2rx+y+3z+4

Alle diese Ableitungen sollen gleich Null sein. Die ersten
beiden Gleichungen zeigen dann

2 4 4 2
e A

Wenn wir dies in die dritte Gleichung einsetzen
bekommen wir

r—y+z=0.

Diese Gleichung zusammen mit den letzten beiden
Gleichungen liefert das inhomogene Gleichungssystem

1 -1 1 €T 0
1 2 1 -yl =11
2 -1 -3 z 4
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mit der Losung

16 1 11

xO:B? y0:§7 ZOZ_B

Die Multiplikatoren sind

52 54

)\:— = —
L7y 72T s

Die zugehorige Hessematrix H ist

S O N
S NN O
N OO

also positiv definit. Deshalb haben wir an der Stelle
(20, Yo, z0) ein Minimum!

Lagrangemultiplikatoren haben eine wichtige okonomische
Interpretation. Wir erlautern dies an einem Beispiel mit
nur einer Gleichungsrestriktion. Fur den allgemeinen Fall
verweisen wir auf die Literatur.

Unser Ziel ist
max f(x)
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unter der Restriktion

g(x) = c.

Angenommen, x* lost dieses Problem. Dann ist x* in
der Regel eine Funktion abhangig von ¢, z.B. x*(c).
Auch der zugehorige Lagrange-Multiplikator A ist eine
Funktion von ¢, also A(¢). Das Optimum von f ist

also eine Funktion abhangig von c¢. Unter geeigneten
Annahmen (auf die wir hier nicht eingehen) kann man

zeigen 4540

*(c

e Alc).
Das heisst, der Lagrangemultiplikator ist ein MaB, wie
sich das Maximum f*(c) relativ zu ¢ andert. Bezeichnet
f etwa den Profit, die Restriktion g¢g(x) = ¢ die
Verfiigbarkeit einer knappen Ressource, dann ist A(c) ein
MaB dafur, wie sich der Profit relativ zu einer Anderung
der knappen Ressource andert.

Wir erlautern dies an einem Beispiel:

Beispiel 19. Die Firma AUD benutzt als Input K
(Kapital; damit sind insbesondere Maschinen gemeint)
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und W (Arbeit), um ein Auto zu produzieren. Um ein
Auto zu produzieren mussen insgesamt

Q=F(K,W)=K'"7?w'*

Produktionsmittel eingesetzt werden; d.h. die Firma
hat eine gewisse Freiheit, wieviel Kapital und wieviel
Arbeit sie einsetzt. Kapital ist hier wertvoller als Arbeit:
Wenn Sie den Kapitaleinsatz verdoppeln, konnen Sie
den Arbeitseinsatz um den Faktor 4 verringern. Kapital
und Arbeit konkurrieren: Sowohl das Kapital kostet Geld
(Zinsen, Refinanzierung) als auch Arbeit (was jedem klar
ist). Die Kosten fiirs Kapital seien r, die fir Arbeit w.
Wir erhalten das Optimierungsproblem

min rK +wW
unter der Restriktion

0= K'/2w/4
Die Lagrangefunktion ist

L(K,W,\) =rK +wW + MK2Wwt - Q).
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Partielle Ableitung nach K und W sind

5L 1 5L 1
O I\ l2ya 9 I\ g1 /234
ok T W ey e W

Beide partiellen Ableitungen sollen O sein, also
L 1/2v171/4 L\ 1/21173/4
r==-AK W=, w:Z)\K %%
2

Auflosen nach A gibt
A=2rK'PW VY = g K PR

also K
0K = 4wW, also W = 2—
w
Wir setzen dies in die Restriktion Q = K/2W/* ein
und erhalten

K3/4:Q42—w
T

Einfache Umformungen liefern als Losung des
Lagrangeproblems

K = 2M/3,=1/3,1/304/3

W* = 272/3;2/3,,72/304/3
A= 94/3,2/3,1/301/3

C* = 3.972/3;2/3,,1/304/3
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Die Matrix H ist

1wt/ 1\
A 4 K3/2 8 K1/2w3/4
H =
1\ 3 AK!/?
8 K1/2w3/4 16 y3/4

Der (1,1)-Eintrag dieser Matrix ist offenbar > 0. Die
Determinante erhalt man nach einigem Rechnen als

\ 1 )\
det(H) = YT

sie ist also auch > 0 und somit ist die Matrix positiv
definit, wir haben also ein Minimum. Man rechnet leicht

nach, das

ac

% _ 24/37ﬂ2/3wl/9,@1/3 O\
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