7.2 Das bestimmte Integral

Sei f : [a,b] — R eine auf [a, b] definierte Funktion.
Wenn F : la,b] — R eine Stammfunktion ist, d.h.
F'(z) = f(x ) fir alle x € (a,b), dann heiBt

b
/ f(x)dz = F(b) — F(a)

das bestimmte Integral von f iber dem Intervall
[a, b]. Weiter heiBt x die Integrationsvariable, f(x)
der Integrand, und a,b heiBen (untere und obere)
Integrationsgrenzen. Wir sagen, die Funktion ist
auf dem Intervall [a, D] integrierbar. Ist f auf [a, ]
und auf [b, ¢| integrierbar, so nennen wir f auch auf
[a, ¢] integrierbar mit

/acf(a:)da: _ /abf(x)dx + /bcf(a:)da:

In diesem Fall muss die Funktion f auf [a,c| keine
Stammfunktion haben!

Warnung: Diese Definition stimmt nicht mit der in
vielen Mathematikbuchern gegebenen Definition der
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Riemann-Integrierbarkeit uberein. Fur alle in der
Okonomie auftretenden Funktionen, insbesondere fur
alle stetigen Funktionen, stimmt unsere Definition aber
mit der Definition der Riemann-Integrierbarkeit uberein.

Die anschaliche Bedeutung des Integrals ist die einer
Flache. Wir nehmen f(z) > 0 fiir alle = € [a,]] an.
Gesucht ist der Inhalt der Flache, die durch den Graphen
der Funktion und die x-Achse begrenzt wird.

Wir benutzen im folgenden fir F(b) — F'(a) auch die

Bezeichnung
b

=
3

(

)

Man kann zeigen, daB8 dieser Flacheninhalt fur stetige
Abbildungen f mit f(x) > 0 fiir alle x € [a,b] genau

[? f(x)de = F(b) — F(a) ist. Gilt f(z) < 0 fir alle
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x € [a,b], dann ist das Integral f;f(:v)d:v < 0 und der
negative Wert des Integrals ist der Flacheninhalt.

Ist f in einigen Bereichen negativ, so werden die
entsprechenden Bereiche im Integral negativ gewichtet.

Das Integral ist also die Summe der Flacheninhalte
oberhalb der xz-Achse minus den Flacheninhalten
unterhalb der x-Achse.

Die Berechnung des bestimmten Integrals ist in allen uns
interessierenden Fallen im Prinzip nicht schwieriger als
die Berechnung unbestimmter Integrale: Es geht “nur”
darum, Stammfunktionen zu bestimmen.

Beispiel 8. (i)
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(ii

t2 5
_— In(t—1 = _ ~
/ " 1-|—tdt (In(t )—|—2)2 2+1n2 3,2

(iii) Sei f(x) = Inz. Dann ist F(z) = zlnx — x eine
Stammfunktion von f. Also ist

2 2
/ ln:cdzc:F(a:)‘ = F(2)—F(1) =2In2-1=0,4.
. 1

(iv) Sei f(z) = 1. Dann ist

(&

/ldlenx =lne—Inl=1.
1 X 1
(v) Sei f(x) = sin(x), dann ist
2m 2.
f(z) dx = — cos(w) , =0

(vi) Sei f(x) = cos(x), dann ist

37 /2
= -1

/0377/2 f(x)dx = sin(x)

0
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In der folgenden Skizze sind die Graphen dieser
Funktionen gezeichnet (in der Reihenfolge (i), (ii), (iii),
(iv), (v), (vi) von links oben nach rechts unten). Machen
Sie sich in jedem Fall bitte klar, welchen Flacheninhalten
das Integral entspricht.
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(Eigenschaften bestimmter Integrale)
Sei f :|a,b] — R eine integrierbare Funktion.

o ["f(z)dx=0.

e Ist a > b, dann setzen wir

Lbf<x>dx=—/baf<w>dx

o Fiir alle ¢ € R gilt:

ch(x)dx+/cbf(x)dx=/abf(:c)dx.

e Sei g : [a,b] — R eine weitere integrierbare
Funktion. Ist g(z) < f(x) fir alle z € [a,b],

dann gilt
b b
/g(az)dxﬁ/ f(x)dx
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Es ist nicht ganz einfach, sich die Bedeutung des
Integrals klarzumachen, wenn es nicht um eine
Flachenberechnung geht. Es geht vielleicht so: Sie
berechnen zu einem Zeitpunkt ¢ = a einen Funktionswert
F(a). Das kann z.B. die Anzahl Arbeiter sein, die
ein Betrieb beschaftigt, aber auch die Menge des in
einem Lager vorratigen Erdols. Wenn Sie nun zu jedem
Zeitpunkt t € [a,b] wissen, wie sich F' dndert, wenn
Sie also F’(t) kennen, dann kann man sich fragen, was
denn F(b) ist. Wir nennen F'(t) = f(t). Anschaulich
ist klar, dass man F(b) bestimmen kann, denn F'(a)
ist ja bekannt und die Anderungen sind auch bekannt!
Mathematisch ist dies (im wesentlichen) das Integral,

denn
b
F(b) — F(a) = / £(t) at.

Das bestimmte Integral auf dem Intervall [a,b] der
Grenzfunktion (Ableitung) einer Funktion F ist die
Differenz F'(b) — F'(a).
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Beispiel 9. Die momentane Nachfrage nach einem Gut

1000
werde durch die Funktion f(t) = 1+ 17

Die momentane Nachfrage ist die Grenzfunktion der
Gesamtnachfragefunktion. Die Gesamtnachfrage F(T)

fir einen Zeitraum [0, 7] ist gegeben durch

F(t) = /0 (1) dt = /0 (11307?)2&

Um diese Gesamtnachfrage zu berechnen, bestimmen wir
zunachst eine Stammfunktion von f. Mit g(¢t) = 1 + ¢
erhalten wir:

T T /
1000 t 1000
/ <—2dt:1000/ (ngtZ———l—C
0 0

beschrieben.

1 +1) g(t))? g(t)
Also ist
/T 1000 .. _ 1000\ _ 10007
o (1+8)27 1+t 14T

Sind in einem Lager zunachst a < 1000 Stucke des Gutes
vorhanden, so ist das Lager leer zum Zeitpunkt 7" mit

1000 T
= . d.h. zum Zeitpunkt T = ——
T+1 1000 — a

a
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7.3 Uneigentliche Integrale

Ist eine der Integrationsgrenzen unendlich oder ist die
zu integrierende Funktion an den Integrationsgrenzen
unbeschrankt, dann sprechen wir von uneigentlichen
Integralen. Drei Falle sind zu unterscheiden:

(Uneigentliche Integrale 1)
Sei f :]a,00) = R eine stetige Funktion. Falls der
Grenzwert

a

existiert, so schreiben wir dafur

/aoo f(x)dx = lim /aRf(af) dz.

R— o0

Analog wird das Integral f_boof(ac)dx fiir eine
Funktion f: (—o0,b] — R definiert.

1
Beispiel 10. Gesucht ist, falls existent, / —2d:c. Es
[

R
1 —1|R 1
/ —de=—| =1—-——.
1

T2 T 1 R

ist
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Also erhalten wir

1
1 X

(Uneigentliche Integrale 1)
Sei f : (a,b] — R eine stetige Funktion.

Grenzwert .
lim x)dx
g / @)

existiert, dann schreiben wir dafur

b | b
/a f(x)dx = ll\rx%/aﬁf(a:) dx

f :]a,b) = R definiert.

Analog wird das Integral f; f(zx) dz fir eine Funktion

Falls der

Beispiel 11. Gesucht ist, falls existent, folﬁd:c. Es

ist
1
€

/ —dx— 23:2

Also erhalten wir

1

1
—dx = 2.
[, va
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(Uneigentliche Integrale I11)

Seien a,b € RU{£o0}, a < b, und sei f: (a,b) = R
eine stetige Funktion. Sei nun ¢ € (a,b). Falls die
beiden Grenzwerte

li d nd |
al\rna/af(az)x u Bl}ﬂ()/f

existieren, dann schreiben wir

/abf(il?)dx: ii{‘na/()dcf(x)dx—I—llgi;nb/ff(x)dx.

Beispiel 12. Wir bestimmen

1
1
/ dx
-1 1 —5132
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Es ist

lima -1 [, —

1—:1:2 dz + limg foﬁ \/ﬁdx
= lim~ —1 (arcsin(0) — arcsin(a))

+limg ~ (arcsin(f) — arcsin(0))
= —limy\ —1 arcsin(a) + limg ~; arcsin(f)

= (-5 +3=m
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