Aufgabe 99.1 Man beweise mit Hilfe der vollstdndigen Induktion folgende Ungleichung: Fiir alle n € N
und a,b € R>¢ gilt: a™ + " < (a + b)™.
Losung:
LA:np=1—=a'+b =a+b=(a+b)!
LV:a"+b" < (a+b)"
I.Beh.: ™! + b7t < (a + b)Ht
nach I.V.

LBew.: a"™t + "t < (a+b)" "t = (a+b)(a+b)" = a" L+ 6" < (a+b) - (a" +b") < (a+b)"(a+Db)
= @l gl < gl g et (ba" + ab™) < (a+0b)(a+b)" = (a+ bt
—_——

>0,da a,b€ER>q
= a4 b < (a+ )" O

Aufgabe 99.2 Gegeben sind die folgenden komplexen Zahlen

2 =1, 29 = —V/3 +1, 25 =2 — 24,

24 = 2(cosIm +isinim), 25 =8(coszm+isingm), 26 = cosET + ising

3 3T

27 = 27e%i, 23 = e3’, 29 = 8le’s °.
Man berechne:

1. 2¥ mit k € {15,28,201,4278},

2. die Terme zo — 227,24 - 25 - 26 und 27 - 28 - 29,

3. die Quotienten #t22 Zs Z5 21 ypd ZiZe
z3 ' z5' 26 28 z2

4. die Potenzen z3, 28, 23,
5. \/E mit z € {23,2:5,29},
6. die Wurzeln &z; und /zg

und stelle die Ergebnisse, wenn moglich, in der Form x + iy dar. Man veranschauliche die Ergebnisse der
Teilaufgaben 5. und 6. in der GauBschen Zahlenebene.

Loésung:
21 = = cosy +ising = ez,
z9 = —\V34i= 2(0037 +isin3T) = 21,
23 = 2-2i= +/8(cos™™ T+ zsm%’r) = \/ge%”,
24 = V2 =2 = 2(005 T+ zsm%w) 26%”,
25 = —4 — 430 = 8(c0337r +isingm) = 851,
26 = —%—i—%\/gi: cos= 7r—|—zsm§7r: eZT”,
z7 = —277\@—1— 221\/52 = 27(cos3T i zsm%’r = 27€%i7
28 = 7+1fi: cos(§ +ising = es’,
29 = \f—i— Si = 81(003%7r + ism%“ —  8lel.
1. ,L'15 — —i,i28 — 1’1'201 _ Z 24278 -1

2. 29 — 227 = 27(V/2 — V/3) +i(1 — 27V/2)
2425 26 = 82 28\[2'
27 - 28 - 29 = 2187e 132“7

o= 2l ()
= = 71§\/§ ‘H(Hg\/g)
2 = —4 +44/3i

26

.
2 = 97e %
Z8

Ziz o= 8154 8L /9

z2



;157

V73 = 21eiF v 2ies
V7= —V2+iV6VV2—ive
VZo = 9(eTE v 9(e T

\?/Z = ei-d)vqs € {%7 %a %ﬁ}

e i 57 117 17r 23«
V2o =3e", ¢ € {31, 51 51 oa

Aufgabe 99.3 Achtung: Im urspriinglichen Aufgabenblatt ist ein Fehler in der Definition der Relation!
Die folgende Relation R sei iiber N definiert, wobei a eine gegebene natiirliche Zahl ist:

(a)
(b)
()

niRng < 3k € Z : 4k = a(ny — no).
Man zeige, dass die Relation R eine Aquivalenzrelation iiber N ist.
Man gebe die Aquivalenzklasse [2] g fiir beliebige ungerade a an.

Man beschreibe die Aquivalenzklassen fiir a = 2.

Losung:

(a)

Zu zeigen ist, dass R reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Reflexivitit: Fiir allen €e Ngilt: nRn < 3k € Z:4dk=a(n—n)=a-0=0.Damit k=0ein k € Z

existiert, fiir das dies gilt, ist R reflexiv.

Symmetrie:Vni,ny € N :
niRne = 3k e€Z:4k =a(ny —na)

= JkeZ:—4k=a(n2 —nq)

= k' €Z:4k =a(ny—ny) (mit k' := -k € Z)

=

na Rnq

Somit ist R symmetrisch.
Transitivitdt: Vni,no,ng € N:

niRna AngRng = k1 € Z: 4k = a(ny — ng) A Jky € Z : 4ko = a(ng — n3)
dki, ko €7 : 4(]61 + k‘Q) = a(m —Ng + Ng — n3) = a(m — ’I’L3)
dks € Z : 4ks = a(n1 — ng) (mit ks = k1 + kg)

ni Rng

R

Somit ist R transitiv. Da R also reflexiv, symmetrische und transitiv ist, handelt es sich um eine
Aquivalenzrelation. O

Wir suchen alle n € N mit 2Rn < 3k € Z : 4k = a(2 —n), dh. k = @ muss eine ganze Zahl
sein. Da a selbst ungerade ist, sind a und 4 teilerfremd. Somit muss, damit k € Z gelten kann, 2 —n
durch 4 teilbar sein: 2 —n = 0 mod 4 = n = 2 mod 4. Somit kommen fiir n alle Elemente der
Restklasse 2 modulo 4 in Frage. Da R iiber N definiert ist, miissen die Elemente natiirlich sein.

Rlr={reN:z=2mod 4} ={x € [2]s4:2 >0}
Aus (b) nehmen wir die Idee, dass es sich bei den Aquivalenzklassen um Restklassen handelt und
beobachten Folgendes:

nRny & dJkeZ:4k = 2(n1 — ng)

HkGZ:k:m;nQ

¥

nyp — N2
2
< ny — ng ist durch 2 teilbar

€z



Dabei handelt es sich aber um die Kongruenzrelation modulo 2 (vgl. Beispiel 2.9), eingeschrinkt
auf die natiirlichen Zahlen. Die Aquivalenzklassen sind somit gerade die Restklassen modulo 2 (eine
Darstellungsvariante wiirde geniigen):

Mr={reN:z=1mod 2} ={2k—1:k €N} ={1,3,5,...}
2lg={reN:z=0mod 2} ={2k: ke N} ={2,4,6,...}

Aufgabe 99.4 Sei f; : R — R mti fi(z) = 42% + 3, und sei fa(z) = /7.

(a) Man bestimme jeweils fiir f; und fo den gréBten Definitionsbereich X und den zugehorigen Werte-
bereich Y, sodass f; und fs Abbildungen sind, sowie, falls vorhanden, die inversen Abbildungen.

(b) Man untersuche f; und fo auf Bijektivitit.

(¢) Man bestimme von fi o f5 sowie fyo fi Definitions- und Wertebereich, ihre Eigenschaften und, wenn
moglich, die inversen Abbildungen.

Losung 4: (a)
e fi: X={zeRY={yecRAy>3}
o fo: X={zeRAz>0h5Y ={zeRAz>0}

o fil(x)=1/"2

o fy'(z) =2

(b) Zunichst zu fi:
Surjektivitit: Ist durch die korrekte Wahl des Wertebereiches gegeben.
Injektivitét: Ist nicht gegeben, da gilt fi(z) = fo(—2x)

Und fa:
Surjektivitét: Ist wieder durch die korrekte Wahl des Wertebereichs gegeben.
Injektivitét:

und somit ist die Funktion bijektiv.

()

fiofo=4dx+3
faofi=+vV422+3

Der Definitions- und Wertebereich erstreckt sich fiir f1 o fo iiber den gesamten reellen Zahlenbereich.
Fiir f2 o fl gllt

X ={zeR}
Y:{yGRZ\/g}
Und nun die Umkehrungen:
_ _ _ -3
(f10f2)1:f210f11: 1

2 -3
4

(fao i) " =filtofs' =



Aufgabe 99.5
Ineinander einsetzen und Doppelbriiche auflosen fiihrt zu folgender Verkniipfungstabelle:
o | fil ol fa |l fal S5 | Jo
N Vh || fs | fa|fs | fe
Ll i || fo| 3| fa
sl fs | fa| il o] fe| [5
Ja o | s | fo | fs | 1] o
sl fs | Jo | Jo| 1| Ja| fs

Jel fo | fs | fa| fs| f2| S
Da in der Gruppe fi offensichtlich das neutrale Element und gleichzeitig die identische Abbildung ist,

miissen die inversen Elemente der Gruppe (s.u.) jeweils auch die Umkehrabbildungen sein. Wir untersu-
chen die Struktur nun auf die Gruppeneigenschaften:

e abgeschlossen (in der Gruppentafel tauchen nur f; bis fg auf)
e assoziativ, weil das fiir o im Allgemeinen gilt (siche Lemma 2.20)
e neutrales Element: f;

e inverse Elemente: selbstinvers sind: f1, fa, f3, fs

fit=ts £t =
Aufgabe 99.6 Gegeben sei das folgende Gleichungssystem Ax=Db iiber einem Korper K:

T1 —2(1}4 = 6
233‘2 3$4 = 2

6.172 721‘3 5I4 = 2

—2x1 ATy = u

e Es sei K der Korper der reellen Zahlen.

(a) Diskutieren sie das Losungsverhalten (nicht losbar,| L(A,b) |= 1,] L(A,b) |> 1) des Glei-
chungssystems fiir alle A\, u € R durch Rangbetrachtungen.

(b) Fiir den Fall | L(A,b) |> 1 ermittle man die Menge der Losungen L(A,b).
e Es sei K = Z3, wobei die Eintrége in A und b angepasst werden.

(c) Diskutieren sie das Losungsverhalten des Gleichungssystems fiir alle p, A € Zs durch Rangbe-
trachtungen.

Lésung 6: Zunichst die Dreiecksmatrix mit den reellen Eintragen:

T —2@‘4 = 6
2332 3334 = 2
72133 741’4 = —4
T Azy —4 = p+12

(a)Fiir A # 4 hat das Gleichungssystem genau eine Losung, da die Matrix dann den vollen Rang hat.
Fiir A =4 A = —12 hat das Gleichungssystem 3 Losungen, da die Matrix nur noch Rang 3 hat. Fiir die
anderen Fille hat das Gleichungssystem keine Losung.

(b)Die Losungsmenge ist M = {(6 +2t,1 — 1.5¢,2 — 2t,t) | t € R}

(c) Fiir A # 1 hat das Gleichungssystem genau eine Losung, da die Matrix dann den vollen Rang hat.
Fiir A = 1 A p = 0 hat das Gleichungssystem 3 Losungen, da die Matrix nur noch Rang 3 hat. Fiir die
anderen Fille hat das Gleichungssystem keine Losung.

Aufgabe 99.7 Gegeben sei die Gleichung A- X — B = X, wobei A, B und X Matrizen iiber dem Kérper
der reellen Zahlen sind.



(a) Man lose die Gleichung nach X auf (dabei wird vorausgesetzt, dass die Gleichung lésbar ist).

(b) Fiir welche Werte « ist die obige Gleichung nicht 16sbar, wenn A und B gegeben sind durch

21 0 1 31 2 1
020 a 01 1 6

= —_ ?

A 005 1 |mdB 04 2 1|"°
2.3 0 4 135 2

(c) Die Matrizengleichung sei lésbar und B habe 4 Zeichen und 5 Spalten. Welche Formate haben dann
die Matrizen A und X?

Loésung:

(a)

A-X-B = X

A-X-E-X = B

(A-E)-X = B
X (A-E)"'-B

(by (A—E)-X=B
det(A—E)=0fira=1
mit X = [z1]z2]2x3]zs] und B = [by|ba|b3|bs] (A — E) - z; = b; fiir @ = 1 16sen ergibt u.a. 0 = —5
= Fiir a = 1 ist die Gleichung nicht l6sbar.

(¢) X hat wie B 4 Zeilen und 5 Spalten.
A hat hat 4 Zeilen und 4 Spalten.

Aufgabe 99.8 Gegeben sei folgende Menge von (2 x 2)-Matrizen:

M = A= ai —asz
as aq

a) Man zeige, dass M ein Unterraum des Vektorraumes R2*2 ist.
(a) ge,

ay,a € R}

(b) Welche Dimension hat der Unterraum? Man gebe eine Basis von M an und begriinde die Wahl.
Loésung:
(a) Wir wenden das Unterraumkriterium an:

(i) 0= {8 8] €M (a1 =as=0)

(ii) Fiir alle A = S B ; b —bs € M und A € R gilt:
ag aq b2 bl

. a; —ao b1 —by . Aaq + by _()\GQ + bg)
)\A+B)\|:a2 a1]+{b2 b1]|:)\a2+b2 Aai + by €M
Da beide Teile des Unterraumkriteriums erfiillt sind, handelt es sich bei M um einen Unterraum
von R?*2

(b) Wir bestimmen zunichst die Basis, da die Dimension direkt daraus ablesbar ist. In der urspriingli-
chen Definition von M sind zwei Parameter a; und as angegeben, die frei variiert werden kénnen.
Jeder dieser Parameter représentiert einen Koeffizienten in einer Linearkombination, um ein Ele-

ment aus M zu erhalten:
1 0 0 -1
al,ageR}{[O 1]a1+{1 O}ag

w-{fe
as aiq

Daraus ist direkt eine Basis ablesbar: B = { 1 0} , [0 _1] }

ay,as GR}

0 1j’|1 O
Die Dimension ist ebenfalls direkt ablesbar: dim M = |B| =2



